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第一章 函数极限与连续

1.1 函数极限

定义 1.1 (函数极限). 设函数 y = f(x) 在点 x0 的某个去心邻域 O(x0, ρ) \
{x0} ⊆ Df 中有定义，如果 ∃A ∈ R，对于 ∀ϵ > 0，可以找到 δ > 0，使得

当 0 < |x− x0| < δ：

|f(x)−A| < ϵ (1.1)

则称

lim
x→x0

f(x) = A (1.2)

定义 1.2 (单侧极限). 设函数 f(x) 在 (x0 − ρ, x0) (ρ > 0) 上有定义，若

∃B ∈ R 使得 ∀ϵ > 0，∃δ ∈ (0, ρ)，∀x ∈ (x0 − δ, x0) 有

|f(x)−B| < ϵ (1.3)

则称

lim
x→x−

0

f(x) = B (1.4)

定理 1.1 (左右极限相等). 函数 f(x) 在 x0 点极限存在 ⇔ f(x) 在 x0 的左

右极限存在且相等。

命题 1.1 (函数极限性质). 极限存在时的性质。

唯一性 若 A 和 B 都是函数 f(x) 在点 x0 的极限，则 A = B。

局部保序性 若 limx→x0
= A，limx→x0

= B，且 A > B，则存在 δ > 0，当

0 < |x− x0| < δ 时，成立

f(x) > g(x) (1.5)

9



10 第一章 函数极限与连续

局部有界性 若 limx→x0
f(x) = A，则 ∃δ > 0，使得 f(x) 在 O(x0, δ) \ {x0}

中有界。

夹逼性 若存在 r > 0，使得当 0 < |x− x0| < r 时，成立

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) (1.6)

且 limx→x0
g(x) = limx→x0

h(x) = A，则 limx→x0
f(x) = A。

定理 1.2 (函数极限四则运算). 设 limx→x0
f(x) = A，limx→x0

g(x) = B，则

1. limx→x0
(αf(x) + βg(x)) = αA+ βB，其中 α, β 是常数

2. limx→x0
(f(x)g(x)) = AB

3. limx→x0

f(x)
g(x)

= A
B

(B 6= 0)

1.2 函数连续

定义 1.3 (函数连续). 设 f 在点 x0 的某个邻域内有定义，且 limx→x0
f(x) =

f(x0)，则称 f 在 x0 点连续，x0 称为 f(x) 的连续点。

定义 1.4 (单侧连续). 若 limx→x−
0
f(x) = f(x0)，则 f 在 x0 处左连续。

定义 1.5 (区间连续). 若函数 f(x) 在区间 (a, b) 的每一点都连续，则称函

数 f(x) 在开区间 (a, b) 上连续。

若 f(x) 在 (a, b) 连续，且在左端点 a 右连续，在右端点 b 处左连续，

则称函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续。

定义 1.6 (不连续点). 函数 f(x) 在点 x0 连续必须满足：f(x0) 有定义且为

有限值、有左极限且 f(x−
0 ) = f(x0)、有右极限且 f(x+

0 ) = f(x0)。考研中使用：第一类—跳跃

间断点、可去间断点；第二

类—无穷间断点、震荡间断

点。

第一类不连续点—跳跃点 左右极限存在但不相等，f(x−
0 ) 6= f(x+

0 )。

第二类不连续点 左右极限至少有一个不存在。

第三类不连续点—可去间断点 f(x−
0 ) = f(x+

0 ) 6= f(x0) 或者 f(x0) 无定义。

定义 1.7 (无穷小量). 当 limx→x0
f(x) = 0，limx→x0

g(x) = 0，

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=


0, ⇒ f(x) = o(g(x))

c 6= 0 ⇒ f(x) ∼ g(x)

∞ ⇒ f(x) = O(g(x))

(1.7)
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f(x) = o(1) 表示无穷小量，

g(x) = O(1) 表示有界量。

命题 1.2 (常见等价无穷小). 当 x → 0，

ln(1 + x) ∼ x ex − 1 ∼ x

(1 + x)a − 1 ∼ αx sinx ∼ x

lim
y→0

(1 + y)
1
x = elimy→0

1
x ln(1+y) = elimy→0

y
x

命题 1.3 (常见导数).

(C)′ = 0 (xα)′ = αxα−1

(sinx)′ = cosx (cosx)′ = − sinx

(tanx)′ = sec2 x (cotx)′ = − csc2 x

(secx)′ = tanx secx (cscx)′ = − cotx cscx

(arcsinx)′ = 1√
1− x2

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

(arctanx)′ = 1

1 + x2
(arc cotx)′ = − 1

1 + x2

(ax)′ = ax ln a (ex)′ = ex

(loga x)′ =
1

x ln a (lnx)′ = 1

x

命题 1.4 (双曲函数的导数 *).

shx =
ex − e−x

2
chx =

ex + e−x

2

thx =
ex − e−x

ex + e−x
=

shx
chx cthx =

1

thx =
chx
shx

(shx)′ = chx (chx)′ = shx

(thx)′ = 1

ch2x
= sech2x (cthx)′ = − 1

sh2x
= csch2x

(sh−1x)′ =
1√

1 + x2
(ch−1x)′ =

1√
x2 − 1

(th−1x)′ =
1

1− x2
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−2 −1 1 2

−2

2

shx
chx

−1 −0.5 0.5 1

2

arcsinx
arccosx
arctanx

1

sin cos

cot

cscsec

tan

↷

↷ ↷
1

th sech

csch

ethch

sh

↷

↷ ↷

1.3 微分中值定理及其应用

定理 1.3 (费马引理). 设 x0 是 f(x) 的一个极值点，且 f(x) 在 x0 处导数

存在，则

f ′(x0) = 0 (1.8)

定理 1.4 (罗尔定理).可以用来讨论导数方程根

的个数问题。

设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，在开区间 (a, b)

上可导，且 f(a) = f(b)，则至少 ∃ξ ∈ (a, b) 使得

f ′(ξ) = 0 (1.9)

定理 1.5 (拉格朗日中值定理). 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，在开

区间 (a, b) 上可导，则至少存在一点 ξ ∈ (a, b) 使得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
(1.10)

定理 1.6 (柯西中值定理). 设 f(x) 和 g(x) 都在闭区间 [a, b] 上连续，在

开区间 (a, b) 上可导，且对于任意 x ∈ (a, b)，g′(x) 6= 0。则至少存在一点

ξ ∈ (a, b)，使得
f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(1.11)
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证明需要用到“参数形式函

数的求导公式”

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

=
f ′(t)

g′(t)
(1.12)

定理 1.7 (洛必达法则). 设函数 f(x) 和 g(x) 在 (a, a+ d] 上可导（d 是某

个正常数），且 g′(x) 6= 0。若此时有

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0 (1.13)

或

lim
x→a+

g(x) = ∞ (1.14)

且 limx→a+
f ′(x)
g′(x)

存在（可以是有限数或 ∞），则成立

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
(1.15)

定理 1.8 (泰勒公式). 设 f(x) 在 x0 处有 n 阶导数，则存在 x0 的一个邻

域，对于该邻域中的任一点 x，成立

f(x) = f(x0)+f ′(x0)(x−x0)+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+· · ·+f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+rn(x)

(1.16)
其中皮亚诺余项 rn(x) = o ((x− x0)

n)。当 x0 = 0 时又称为马克劳林公式。

展开原则：A
B

是上下同阶

原则；A−B 是幂次最低原

则。
命题 1.5 (常见泰勒级数).

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ rn(x)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ r2n+2(x)

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ r2n+1(x)

tanx = x+
x3

3
+ · · ·
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(1 + x)α = 1 + αx+

(
α

2

)
x2 +

(
α

3

)
x3 + · · ·+

(
α

n

)
xn + rn(x)

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · =

∞∑
n=0

xn |x| < 1

1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + · · · =

∞∑
n=0

(−1)nxn |x| < 1

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn) −1 < x ≤ 1待定系数求导法

ln(1− x) = −x− x2

2
− · · · − xn

n
− · · · −1 ≤ x < 1

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ o

(
x2n+2

)
x → 0

arcsinx = x+
x3

6
+ · · ·

1.4 微积分基本定理

定理 1.9 (可变上界导数). 设 f(x) 在 [a, b] 上可积，作函数

F (x) =

ˆ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b] (1.17)

则

1. F (x) 是 [a, b] 上的连续函数

2. 若 f(x) 在 [a, b] 上连续，则 F (x) 在 [a, b] 上可微，且有

F ′(x) = f(x) (1.18)

而且 (ˆ x

a

f(t)dt

)′

= f(x) (1.19)

定理 1.10 (牛顿–莱布尼茨公式). 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，F (x) 是 f(x)

在 [a, b] 上的一个原函数，则成立

ˆ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (x)|ba (1.20)



第二章 数列极限

定理 2.1 (数列极限). 设 {xn} 是一给定数列，a 是一个实常数。如果对于

∀ϵ > 0，可以找到 N ∈ N+，使得当 n > N 时，成立

|xn − a| < ϵ (2.1)

则称数列 {xn} 收敛于 a（或称 a 是数列 {xn} 的极限），记为

lim
x→∞

xn = a (2.2)

定理 2.2 (收敛数列的性质). 收敛数列的极限必惟一、必有界、保序性、夹

逼性。

定理 2.3 (数列极限的四则运算). 设 limn→∞ xn = a，limn→∞ yn = b，则

1. limn→∞(αxn + βyn) = αa+ βb

2. limn→∞(xnyn) = ab

3. limn→∞

(
xn

yn

)
= a

b
(b 6= 0)

定理 2.4 (收敛准则). 单调有界数列必定收敛。

命题 2.1 (黎曼 ζ 函数).

an =
n∑

i=1

1

ip
(p > 0) (2.3)

当 p > 1 时，数列 {an} 收敛；当 0 < p ≤ 1 时，数列 {an} 是正无穷大量。

bn = an − lnn (2.4)

则 {bn} 收敛。

15



16 第二章 数列极限

命题 2.2 (自然对数的数列不等式).(
1 +

1

n

)n

< e <
(
1 +

1

n

)n+1

(2.5)

或者是
x

1 + x
< ln(1 + x) < x (x > 0) (2.6)
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定义 3.1 (微分). 对函数 y = f(x) 定义域中的一点 x0，若存在一个只与 x0

有关，而与 ∆x 无关的数 g(x0)，使得当 ∆x → 0 时恒成立关系式

∆x = g(x0)∆x+ o(∆x) (3.1)

则称 f(x) 在 x0 处的微分存在，或称 f(x) 在 x0 处可微。若函数 y = f(x)

在某一区间上的每一点都可微，则称 f(x) 在该区间上可微。

定义 3.2 (导数). 若函数 y = f(x) 在其定义域中的一点 x0 处极限

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(3.2)

存在，则称 f(x) 在 x0 处可导，并称这个极限值为 f(x) 在 x0 处的导数，

记为 f ′(x0)。若函数 y = f(x) 在某一区间上的每一点都可导，则称 f(x) 在

该区间上可导。

定义 3.3 (单侧导数). 根据极限存在的定义，函数 f(x) 在 x0 处可导的充

分必要条件是相应的左极限

f ′
−(x0) = lim

∆x→0−

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(3.3)

和右极限

f ′
+(x0) = lim

∆x→0+

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(3.4)

存在并且相等。

定理 3.1 (反函数求导定理). 若函数 y = f(x) 在 (a, b) 上连续、严格单调、

可导并且 f ′(x) 6= 0，记 α = min(f(a+), f(b−))，β = max(f(a+), f(b−))，

则它的反函数 x = f−1(y) 在 (α, β) 上可导，且有

[f−1(y)]′ =
1

f ′(x)
(3.5)

17



18 第三章 一元函数微分学

定义 3.4 (高阶导数). 设函数 y = f(x) 的 n − 1 阶导数 f (n−1)(x)(n =

2, 3, · · · ) 仍是个可导函数，则它的导数 [f (n−1)(x)]′ 被称为 f(x) 的 n 阶导

数，记为

f (n)(x) (3.6)

并称 f(x) 是 n 阶可导函数或者 f(x) 的 n 阶导数存在。

定理 3.2 (线性组合函数的高阶导数). 设 f(x) 和 g(x) 都是 n 阶可导的，

则对任意常数 c1 和 c2，它们的线性组合 c1f(x) + c2g(x) 也是 n 阶可导的，

且满足如下的线性运算关系

[c1f(x) + c2g(x)]
(n) = c1f

(n)(x) + c2g
(n)(x) (3.7)

定理 3.3 (Leibniz 公式). 设 f(x) 和 g(x) 都满足 n 阶可导函数，则它们的

积函数也 n 阶可导，且成立公式

[f(x) · g(x)](n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k)(x)g(k)(x) (3.8)

定理 3.4 (一阶导数与单调性的关系). 设函数 f(x) 在区间 I 上可导，则

f(x) 在 I 上单调增加的充分必要条件是：对任意的 x ∈ I 有 f ′(x) ≥ 0。特

别地，若对于任意 x ∈ I 有 f ′(x) > 0，则 f(x) 在 I 上严格单调增加。

定义 3.5 (下凸函数). 设函数 f(x) 在区间 I 上有定义，若对于 I 中的任意

两点 x1 和 x2，和任意的 λ ∈ (0, 1)，都有

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) (3.9)

则称 f(x) 是 I 上的下凸函数。

定理 3.5 (二阶导数与凸性的关系). 设函数 f(x) 在区间 I 上二阶可导，

则 f(x) 在区间 I 上是下凸函数的充分必要条件是：对于任意 x ∈ I 有

f ′′(x) ≥ 0。特别地，若对于任意 x ∈ I 有 f ′′(x) > 0，则 f(x) 在 I 上是严

格下凸函数。

定义 3.6 (拐点). 曲线在该点两侧的凸性相反，也就是说，它们是曲线上凸

与下凸的分界点。我们称这样的点为曲线的拐点。

定理 3.6 (拐点的判定与性质). 设 f(x) 在区间 I 上连续，(x0−δ, x0+δ) ⊆ I。
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1. 设 f(x) 在 (x0−δ, x0) 与 (x0, x0+δ) 上二阶可导。若 f ′′(x) 在 (x0−δ, x0)

与 (x0, x0 + δ) 上符号取反，则点 (x0, f(x0)) 是曲线 y = f(x) 的拐点；

否则不是拐点。

2. 设 f(x) 在 (x0−δ, x0+δ) 上二阶可导，若点 (x0, f(x0)) 是曲线 y = f(x)

的拐点，则 f ′′(x0) = 0。

定义 3.7 (驻点). 使 f ′(x) = 0 的点称为 f(x) 的驻点。

定义 3.8 (渐近线). 若曲线 y = f(x) 上的点 (x, f(x)) 到直线 y = ax + b

的距离在 x → +∞ 或 x → −∞ 时趋于零，则称直线 y = ax + b 是曲线

y = f(x) 的一条渐近线。当 a = 0 时称为水平渐进线，否则称为斜渐近线。

直线 y = ax+ b 是曲线 y = f(x) 的渐近线的充分必要条件为（x → −∞ 时

同理可得）

lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0 (3.10)

其中

a = lim
x→+∞

f(x)

x
(3.11)

b = lim
x→+∞

[f(x)− ax] (3.12)

如果

lim
x→a+

f(x) = ±∞ (3.13)

或

lim
x→a−

f(x) = ±∞ (3.14)

则称直线 x = a 是曲线 y = f(x) 的一条垂直渐近线。

定义 3.9 (曲率半径). 曲率

k =
y′′

[1 + (y′)2]
3
2

(3.15)

曲率半径

R =
1

k
(3.16)
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第四章 一元函数积分学

4.1 不定积分

定义 4.1 (不定积分). 若在某个区间上，函数 F (x) 和 f(x) 成立关系

F ′(x) = f(x) (4.1)

或等价地，

d(F (x)) = f(x)dx (4.2)

则称 F (x) 是 f(x) 在这个区间上的一个原函数。f(x) 原函数的全体称为这

个函数的不定积分，记作

ˆ
f(x)dx = F (x) + C (4.3)

定理 4.1 (不定积分的线性性). 若函数 f(x) 和 g(x) 的原函数都存在，则对

任意常数 k1 和 k2，函数 k1f(x) + k2f(x) 的原函数也存在，且有

ˆ
[k1f(x) + k2g(x)]dx = k1

ˆ
f(x)dx+ k2

ˆ
g(x)dx (4.4)

此式应当理解为等式两端所表示的函数族相同。另外，当 k1 = k2 = 0 时，

等式右端应理解为常数 C。

21
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命题 4.1 (常用不定积分公式).

微分 不定积分

d(ex) = exdx
ˆ

exdx = ex + C

d(lnx) = dx
x

ˆ dx
x
dx = ln|x|+ C

d(xα) = αxα−1dx
ˆ

xαdx =
1

α+ 1
xα+1 + C (α 6= 1)

d(sinx) = cosx
ˆ

cosxdx = sinx+ C

d(cosx) = − sinx
ˆ

sinxdx = − cosx+ C

d(tanx) = sec2 x
ˆ

sec2 xdx = tanx+ C

d(cotx) = − csc2 x
ˆ

csc2 xdx = − cotx+ C

d(secx) = tanx secxdx
ˆ

tanx secxdx = secx+ C

d(cscx) = − cotx cscxdx
ˆ

cotx cscxdx = − cscx+ C

d(arcsinx) = dx√
1− x2

ˆ dx√
1− x2

= arcsinx+ C

d(arctanx) = dx
1 + x2

ˆ dx
1 + x2

= arctanx+ C

例子（凑微元）：
ˆ

tanxdx

=

ˆ sinx
cosxdx

= −
ˆ d(cosx)

cosx
= − ln|cosx|+ C

命题 4.2 (换元积分法). 1. 在不定积分
´
f(x)dx 中，若 f(x) 可以通过

等价变形化成 f̃(g(x))g′(x)，而函数 f̃(u) 的原函数 F̃ (u) 是容易求的。

则 ˆ
f(x)dx =

ˆ
f̃(g(x))g′(x)dx =

ˆ
f̃(g(x))dg(x)

=

ˆ
f̃(u)du = F̃ (u) + C = F̃ (g(x)) + C

(4.5)

例子（凑函数）：
ˆ √

a2 − x2dx

= a2
ˆ

cos2 tdt(
x = a sin t,−π

2
≤ t ≤ π

2

)

2. 若不定积分
´
f(x)dx 不能直接求出，但能够找到一个适当的变量代换

x = φ(t)（要求 x = φ(t) 的反函数 t = φ−1(x) 存在），将原式化为

ˆ
f(x)dx =

ˆ
f(φ(t))dφ(t) =

ˆ
f(φ(t))φ′(t)dt (4.6)



4.1 不定积分 23

而 f(φ(t))φ′(t) 的原函数 F̃ (t) 是容易求的。ˆ
f(x)dx = F̃ (t) + C = F̃ (φ−1(x)) + C (4.7)

命题 4.3 (分部积分法). 对任意两个可微的函数 u(x), v(x) 成立关系式ˆ
u(x)d[v(x)] = u(x)v(x)−

ˆ
v(x)d[u(x)] (4.8)

也即 ˆ
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

ˆ
v(x)u′(x)dx (4.9)

就是分部积分公式。

对应的定积分形式为：设 u(x) 和 v(x) 在区间 [a, b] 上又连续导数，则
ˆ b

a

u(x)v′(x)dx = [u(x)v(x)]

∣∣∣∣b
a

−
ˆ b

a

v(x)u′(x)dx (4.10)

命题 4.4 (基本积分表).
ˆ

xαdx =

 1
α+1

xα+1 + C, α 6= −1,

ln|x|+ C, α = −1

ˆ
lnxdx = x(lnx− 1) + C

ˆ
axdx =

ax

ln a + C

ˆ
exdx = ex + C

ˆ
sinxdx = − cosx+ C

ˆ
cosxdx = sinx+ C

ˆ
tanxdx = − ln|cosx|+ C

ˆ
cotxdx = ln|sinx|+ C

ˆ
secxdx = ln|secx+ tanx|+ C

ˆ
cscxdx = ln|cscx− cotx|+ C

ˆ dx√
a2 − x2

= arcsin x

a
+ C

ˆ dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C

ˆ dx
x2 − a2

=
1

2a
ln
∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C

ˆ dx
x2 + a2

=
1

a
arctan x

a
+ C

ˆ √
a2 − x2dx =

1

2
x
√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin x

a
+ C

ˆ √
x2 ± a2dx =

1

2

(
x
√
x2 + a2 ± a2 ln

∣∣∣x+
√
x2 ± a2

∣∣∣)+ C

ˆ 2π

0

sinn xdx =

0, n为正奇数

4 · n−1
n

· n−3
n−2

· · · · · 1
2
· π
2

n为正偶数
ˆ 2π

0

cosn xdx =

ˆ 2π

0

sinn xdx
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定理 4.2 (代数学基本定理). n 次实多项式 qn(x) 在复数域上恰有 n 个根。

设它的全部实根为 α1, α2, · · · , αi，重数分别为 m1,m2, · · · ,mi，全部复根

为 β1 ± iγ1, β2 ± iγ2, · · · , βj ± γj，其重数分别为 n1, n2, · · · , nj。

i∑
k=1

mk + 2

j∑
k=1

nk = n (4.11)

记 ξk = −βk, η
2
k = β2

k + γ2
k(ξ

2
k < η2k)，则在实数域上可将 qn(x) 因式分解为

qn(x) =
i∏

k=1

(x− αk)
mk ·

j∏
k=1

(x2 + 2ξkx+ η2k)
nk (4.12)

定理 4.3 (有理函数真分式分解). 设有理函数 p(x)
q(x)

是真分式。

1. 多项式 q(x) 有 k 重实根 α，即 q(x) = (x−α)kq1(x), q1(α) 6= 0。则存

在实数 λ 与多项式 p1(x)，p1(x) 的次数低于 (x− α)k−1q1(x) 的次数，

成立
p(x)

q(x)
=

λ

(x− α)k
+

p1(x)

(x− α)k−1q1(x)
(4.13)

2. 多项式 q(x) 有 l 重共轭复根 β ± iγ，即 q(x) = (x2 + 2ξx+ η2)lq∗(x)，

q∗(β ± iγ) 6= 0，其中 ξ = −β, η2 = β2 + γ2(ξ2 < η2)。则存在实数 µ, ν

和多项式 p∗(x)，p∗(x) 的次数低于 (x2+2ξx+η2)l−1q∗(x) 的次数，成

立

p(x)

q(x)
=

µx+ ν

(x2 + 2ξx+ η2)l
+

p∗(x)

(x2 + 2ξx+ η2)l−1q∗(x)
(4.14)

最终，可将有理函数分解为

pm(x)

qn(x)
=

i∑
k=1

mk∑
r=1

λkr

(x− αk)r
+

j∑
k=1

nk∑
r=1

µkrx+ νkr
(x2 + 2ξkx+ η2k)

r
(4.15)

命题 4.5 (有理函数不定积分).

ˆ
(x− α)n

dx =

ln |x− α|+ C, n = 1

− 1
n−1

· 1
(x−α)n−1 + C, n ≥ 2

(4.16)

ˆ
µx+ ν

(x2 + 2ξx+ η2)n
dx =

µ

2

ˆ
2x+ 2ξ

(x2 + 2ξx+ η2)n
dx+ (ν − µξ)

ˆ dx
(x2 + 2ξx+ η2)n

(4.17)
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命题 4.6 (可化为有理函数不定积分).

ˆ
R

(
x, n

√
ξx+ η

µx+ ν

)
dx

t= n
√

ξx+η
µx+ν−−−−−−−−−−→

x=ϕ(t)=−νtn+η
µtn−ξ

ˆ
R

(
−νtn + η

µtn − ξ
, t

)
ϕ′(t)dt (4.18)

ˆ
R(sinx, cosx)dx t=tan x

2−−−−−→



sinx = 2 sin x

2
cos x

2
=

2t

1 + t2

cosx = cos2 x
2
− sin2 x

2
=

1− t2

1 + t2

dx = 2(arctan t) = 2dt
1 + t2


(4.19)

→
ˆ

R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt (4.20)

4.2 定积分

定义 4.2 (定积分). 设 f(x) 是定义于 [a, b] 上的有界函数，在 [a, b] 上任意

取分点 {xi}ni=0，作为一种划分

P : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b (4.21)

并任意取点 ξi ∈ [xi−1, xi]。记小区间 [xi−1, xi] 的长度为 ∆xi = xi − xi−1，

并令 λ = max1≤i≤n(∆xi)，若当 λ → 0 时，极限

lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi (4.22)

存在，且极限值既与划分 P 无关，又与对 ξi 的取法无关，则称 f(x) 在 [a, b]

上 Riemann 可积。极限值被称为 f(x) 在区间 [a, b] 上的定积分，记为

I =

ˆ b

a

f(x)dx (4.23)

命题 4.7 (定积分的性质). 设 f(x) 和 g(x) 在 [a, b] 上都可积。

线性性 k1 和 k2 是常数，则函数 k1f(x) + k2g(x) 在 [a, b] 上也可积

ˆ b

a

[k1f(x) + k2g(x)]dx = k1

ˆ b

a

f(x)dx+ k2

ˆ b

a

g(x)dx (4.24)

乘积可积性 f(x) · g(x) 在 [a, b] 上也可积。
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保序性 在 [a, b] 上恒有 f(x) ≥ g(x)，则

ˆ b

a

f(x)dx ≥
ˆ b

a

g(x)dx (4.25)

绝对可积性 |f(x)| 在 [a, b] 上也可积，且成立∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)|dx (4.26)

区间可加性 对任意点 c ∈ [a, b]，

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ c

a

f(x)dx+

ˆ b

c

f(x)dx (4.27)

定理 4.4 (积分第一中值定理). 设 f(x) 和 g(x) 都在 [a, b] 上可积，g(x)

在 [a, b] 上不变号，则存在 η ∈ [m,M ]，其中 m = infx∈[a,b] f(x),M =

supx∈[a,b] f(x)，使得

ˆ b

a

f(x)g(x)dx = η

ˆ b

a

g(x)dx (4.28)

特别地，若 f(x) 在 [a, b] 上连续，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得

ˆ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x)dx (4.29)

进一步地，若 g(x) ≡ 1，

ˆ b

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a) (4.30)

命题 4.8 (Hölder 不等式). 设 f(x), g(x) 在 [a, b] 上连续，p, q 为满足 1
p
+ 1

q
=

1 的正数，

ˆ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤

(ˆ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p
(ˆ b

a

|g(x)|q dx
) 1

q

(4.31)

定理 4.5 (对积分上限求导). 设 f(x) 在 [a, b] 上可积，作函数

F (x) =

ˆ x

a

f(t)dt, x

ˆ
[a, b] (4.32)

则
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1. F (x) 是 [a, b] 上的连续函数；

2. 若 f(x) 在 [a, b] 上连续，则 F (x) 在 [a, b] 上可微，且有

F ′(x) =

(ˆ x

a

f(x)dx
)′

= f(x) (4.33)

定理 4.6 (微积分基本定理). 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，F (x) 是 f(x) 在 [a, b]

上的一个原函数，则成立
ˆ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) (4.34)

定义 4.3 (正交函数列). 设 gn(x) 是定义在 [a, b] 上的一列函数 (n =

0, 1, 2, · · · )，若对任意的 m 和 n，gm(x)gn(x) 在 [a, b] 上可积，且有

ˆ b

a

gm(x)gn(x)dx =

0, m 6= n´ b

a
g2n(x)dx > 0, m = n

(4.35)

则称 {gn(x)} 是 [a, b] 上的正交函数列。特别地，当 gn(x) 是 n 次多项式

时，称 {gn(x)} 是 [a, b] 上的正交多项式列。

定理 4.7 (换元积分法). 设 f(x) 在区间 [a, b] 上连续，x = φ(t) 在区间

[α, β]（或区间 [β, α]）上有连续导数，其值域包含于 [a, b]，且满足 φ(α) = a

和 φ(β) = b，则 换元后的定积分上下限必

须与原来定积分上下限对

应，不必考虑谁大谁小。

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt (4.36)

定理 4.8 (奇偶函数的积分). 设 f(x) 在区间 [−a, a] 上可积，

1. 若 f(x) 是偶函数，则成立
ˆ a

−a

f(x)dx = 2

ˆ a

0

f(x)dx (4.37)

2. 若 f(x) 是奇函数，则成立
ˆ a

−a

f(x)dx = 0 (4.38)

定理 4.9 (周期函数的积分). 设 f(x) 是以 T 为周期的可积函数，则对任意

的 a， ˆ a+T

a

f(x)dx =

ˆ T

0

f(x)dx (4.39)
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命题 4.9 (三角函数正交函数列). 函数

{1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, · · · , sinnx, cosnx, · · · } (4.40)

是任意一个长度为 2π 的区间上的正交函数列。
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命

题
4.

10
(定

积
分

几
何

计
算
).

几
何

计
算

相
关

计
算

公
式

。

直
角

坐
标

显
式

方
程

直
角

坐
标

参
数

方
程

极
坐

标
方

程

y
=

f
(x
),
x
∈
[a
,b
]

  x
=

(t
),

y
=

y
(t
)

,t
∈
[T

1
,T

2
]

r
=

r(
θ)
,θ

∈
[α
,β

]

平
面

图
形

的
面

积
ˆ b a

f
(x
)d
x

ˆ T
2

T
1

[y
(t
)x

′ (
t)
]d
t

1 2

ˆ β α

r2
(θ
)d
θ

弧
长

的
微

分
dl

=
√ 1

+
[f

′ (
x
)]

2
dx

dl
=
√ [x

′ (
t)
]2
+
[y

′ (
t)
]2
dt

dl
=
√ r2

(θ
)
+

r′
2
(θ
)d
θ

曲
线

弧
长

ˆ b a

√ 1
+
[f

′ (
x
)]

2
dx

ˆ T
2

T
1

√ [x
′ (
t)
]2
+
[y

′ (
t)
]2
dt

ˆ β α

√ r2
(θ
)
+

r′
2
(θ
)d
θ

旋
转

体
体

积
π

ˆ b a

[f
(x
)]

2
dx

π

ˆ T
2

T
1

y
2
(t
)[
x
′ (
t)
]d
t

2 3
π

ˆ β α

r3
(θ
)
sin

θd
θ

旋
转

曲
面

面
积

2π

ˆ b a

|f
(x
)|√ 1

+
[f

′ (
x
)]

2
dx

2π

ˆ T
2

T
1

|y
(t
)|√ x

′2
(t
)
+

y
′2
(t
)d
t

2π

ˆ β α

r(
θ)

sin
θ√ r2

(θ
)
+

r′
2
(θ
)d
θ



30 第四章 一元函数积分学

4.3 反常积分

定义 4.4 (无穷区间反常积分). 设函数 f(x) 在 [a,+∞) 有定义，且在任意

有限区间 [a,A] ⊆ [a,+∞) 上可积，若极限

lim
A→+∞

ˆ A

a

f(x)dx (4.41)

存在，则称反常积分
´ +∞
a

f(x)dx 收敛（或称 f(x) 在 [a,+∞) 上可积），其

积分值为 ˆ +∞

a

f(x)dx = lim
A→+∞

ˆ A

a

f(x)dx (4.42)

否则称反常积分
´ +∞
a

f(x)dx 发散。

定义 4.5 (无界函数反常积分). 设函数 f(x) 在 x = b 的左邻域无界，若对

于任意 η ∈ (0, b− a)，f(x) 在区间 [a, b− η] 上有界可积，且极限

lim
η→0+

ˆ b−η

a

f(x)dx (4.43)

存在，则称反常积分
´ b

a
f(x)dx 收敛，否则称其发散。

定理 4.10 (比较判别法). 设在 [a,+∞) 上恒有 f(x) ≥ 0 和 φ(x) ≥ 0，且

lim
x→+∞

f(x)

φ(x)
= l (4.44)

则

1. 若 0 ≤ l < +∞，则
´ +∞
a

φ(x)dx 收敛时
´ +∞
a

f(x)dx 也收敛；

2. 若 0 < l ≤ +∞，则
´ +∞
a

φ(x)dx 发散时
´ +∞
a

f(x)dx 也发散；

所以，当 0 < l < +∞ 时，
´ +∞
a

φ(x)dx 和
´ +∞
a

f(x)dx 同时收敛或同时发

散。

定理 4.11 (积分第二中值定理). 设 f(x) 在 [a, b] 上可积，g(x) 在 [a, b] 上

单调，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得
ˆ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

ˆ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

ˆ b

ξ

f(x)dx (4.45)

定理 4.12 (Cauchy 判别法，无穷区间). 设在 [a,+∞) ⊂ (0,+∞) 上恒有

f(x) ≥ 0，K 时正常数，
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1. 若 f(x) ≤ K
xp ，且 p > 1，则

´ +∞
a

f(x)dx 收敛；

2. 若 f(x) ≥ K
xp ，且 p ≤ 1，则

´ +∞
a

f(x)dx 发散。

定理 4.13 (Cauchy 判别法，无界函数). 设在 [a, b) 上恒有 f(x) ≥ 0，若当

x 属于 b 的某个左邻域 [b− η0, b) 时，存在正常数 K 使得 f(x) 在 [a, b] 上只有一个

奇点。
1. f(x) ≤ K

(b−x)p
，且 p < 1，则

´ b

a
f(x)dx 收敛；

2. f(x) ≥ K
(b−x)p

，且 p ≥ 1，则
´ b

a
f(x)dx 发散。

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

x

y

1
x
1
x2

1
x0.5
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第五章 多元函数微分学

5.1 多元函数的偏导

定义 5.1 (多元函数的极限). 设 D 是 Rn 上的开集，x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n) ∈
D 为一定点，z = f(x) 是定义在 D\{x0} 上的 n 元函数，A 是一个实数。

如果对于任意给定的 ϵ > 0，存在 δ > 0，使得当 x ∈ O(x0, δ)\{x0} 时，成

立

|f(x)−A| < ϵ (5.1)

则称当 x 趋于 x0 时 f 收敛，并称 A 为 f 趋于 x0 时的（n 重）极限，记

为

lim
x→x0

f(x) = A (5.2)

定义 5.2 (多元函数的连续性). 设 D 是 Rn 上的开集，z = f(x) 是定义在

D 上的函数，x0 ∈ D 为一定点。如果

lim
x→x0

f(x) = f(x0) (5.3)

则称函数在 f 在点 x0 连续。如果函数 f 在 D 上的每一点连续，就称 f 在

D 上连续，或称 f 是 D 上的连续函数。

定义 5.3 (偏导数). 设 D ⊆ R2 为开集，

z = f(x, y), (x, y) ∈ D

是定义在 D 上的二元函数，(x0, y0) ∈ D 为一定点。如果存在极限

lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
(5.4)

那么就称函数 f 在点 (x0, y0) 关于 x 可偏导，并称此极限为 f 在点 (x0, y0)

关于 x 的偏导数，记为
∂z

∂x
(x0, y0) (5.5)

33
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定义 5.4 (全微分). 设 D ⊆ R2 为开集，

z = f(x, y), (x, y) ∈ D

是定义在 D 上的二元函数，(x0, y0) ∈ D 为一定点。若存在只与点 (x0, y0)

有关而与 ∆x,∆y 无关的常数 A 和 B，使得

∆z = A∆x+B∆y + o
(√

(∆x)2 + (∆y)2
)

(5.6)

则称函数 f 在点 (x0, y0) 处是可微的，并称其线性主要部分 A∆x + B∆y

为 f 在点 (x0, y0) 处的全微分，记为 dz(x0, y0) 或 df(x0, y0)。

定理 5.1 (全微分公式). 可微必连续，可微必可偏导，有全微分公式

df(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy (5.7)

定义 5.5 (高阶偏导数). 设 z = f(x, y) 在区域 D ⊆ R2 上具有偏导函数

∂z

∂x
= fx(x, y)

∂z

∂y
= fy(x, y) (5.8)

那么在 D 上，如果这两个偏导函数的偏导数也存在，则称它们是 f(x, y) 的

二阶偏导数。

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
∂2z

∂y2
=

∂z

∂y

(
∂z

∂y

)
二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数。

定理 5.2 (混合偏导数交换). 如果函数 z = f(x, y) 的两个混合偏导数 fxy

和 fyx 在点 (x0, y0) 连续，那么等式

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0) (5.9)

定义 5.6 (高阶微分). 设 z = f(x, y) 在区域 D ⊆ R2 上具有连续偏导数，

那么它是可微的，并且

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy =

(
dx ∂

∂x
+ dy ∂

∂y

)
z (5.10)



5.2 向量值函数 35

若 z 还具有二阶连续偏导数，那么 ∂x
∂y

也是可微的，从而 dz 可微。我们称

dz 的微分为 z 的二阶微分 证明用到了对于自变量 x，

d2x = d(dx) = 0，y 同理。

d2z =
∂2z

∂x2
dx2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy + ∂2z

∂y2
dy2 =

(
dx ∂

∂x
+ dy ∂

∂y

)2

z (5.11)

对 n 元函数 u = f(x1, x2, · · · , xn) 可同样定义各阶微分，并且成立

dku =

(
dx1

∂

∂x1

+ dx2
∂

∂x2

+ · · ·+ dxn
∂

∂xn

)k

u (5.12)

5.2 向量值函数

定义 5.7 (向量值函数). 设 D 是 Rn 上的点集，D 到 Rm 的映射

f : D → Rm

x = (x1, x2, · · · , xn) 7→ y = (y1, y2, · · · , ym)
(5.13)

称为 n 元 m 维向量值函数（或多元函数组），记为 y = f(x)。

定义 5.8 (向量值函数的导数). 若 f 的每一个分量函数 fi(x1, x2, · · · , xn)(i =

1, 2, · · · ,m) 都在点 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)
⊤ ∈ D 可偏导，就称向量值函数 f

在 x0 点可导，并称矩阵

f ′(x0) =

(
∂fi
∂xj

(x0)

)
m×n

=


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn...

... . . . ...
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn


(
x0
)

(5.14)

为向量值函数 f 在 x0 点的导数或 Jacobi 矩阵。

定理 5.3 (向量值函数的微分公式). 向量值函数 f 在 x0 点可微的充分必要

条件是它的坐标分量函数 fi(x1, x2, · · · , xn)(i = 1, 2, · · · ,m) 都在 x0 点可

微。此时成立微分公式

dy = f ′(x0)dx (5.15)
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5.3 复合函数求导

定义 5.9 (多元复合函数链式规则). 设 g 在 (u0, v0) ∈ Dg 点可导，如果 f

在 (x0, y0) 点可微，那么简记为

(f ◦ g)′(x0) = f ′(y0)g
′(x0) (

∂z
∂u

∂z
∂v

)
=
(

∂z
∂x

∂z
∂y

)( ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)
(5.16)

定理 5.4 (一阶全微分的形式不变性). 当 x, y 为中间变量时

x = x(u, v)

y = y(u, v)
(5.17)

则也可以理解为

dz = (f ◦ g)′(x)dx

= f ′(y)g′(x)dx

= f ′(y)(g′(x)dx)

= f ′(y)dy

dz =
(

∂z
∂u

∂z
∂v

)(du
dv

)

=
(

∂z
∂x

∂z
∂y

)( ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)(
du
dv

)

=
(

∂z
∂x

∂z
∂y

)(dx
dy

) (5.18)

全微分的形式不变性在高

阶微分时是不成立的。

无论 x, y 是自变量，还是中间变量，一阶微分具有相同的形式，这就是一

阶全微分的形式不变性。

5.4 隐函数

定理 5.5 (一元隐函数存在定理). 若二元函数 F (x, y) 满足条件：

1. F (x0, y0) = 0

2. 在闭矩形 D = {(x, y)||x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} 上，F (x, y) 连续，且

具有连续偏导数

3. Fy(x0, y0) 6= 0

那么
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1. 在点 (x0, y0) 附近可以从函数方程

F (x, y) = 0

唯一确定隐函数

y = f(x), x ∈ O(x0, ρ) (5.19)

它满足 F (x, f(x)) = 0，以及 y0 = f(x0)

2. 隐函数 y = f(x) 在 x ∈ O(x0, ρ) 上连续

3. 隐函数 y = f(x) 在 x ∈ O(x0, ρ) 上具有连续的导数，且

dy
dx = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
(5.20)

定理 5.6 (多元隐函数存在定理). （从略）

∂y

∂xi

= −Fxi
(x1, x2, · · · , xn, y)

Fy(x1, x2, · · · , xn, y)
, i = 1, 2, · · · , n (5.21)

定理 5.7 (多元向量值隐函数存在定理). 设函数 F (x, y, u, v) 和 G(x, y, u, v)

满足条件：

1. F (x0, y0, u0, v0) = 0, G(x0, y0, u0, v0) = 0

2. 在闭长方体

D = {(x, y, u, v)||x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b, |u− u0| ≤ c, |v − v0| ≤ d}

上，函数 F,G 连续，且具有连续偏导数

3. 在 (x0, y0, u0, v0) 点，行列式

∂(F,G)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣Fu Fv

Gu Gv

∣∣∣∣∣ 6= 0 (5.22)

那么

1. 在点 (x0, y0, u0, v0) 附近可以从函数方程组F (x, y, u, v) = 0,

G(x, y, u, v) = 0
(5.23)
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唯一确定向量值隐函数(
u

v

)
=

(
f(x, y)

g(x, y)

)
, (x, y) ∈ O((x0, y0), ρ) (5.24)

它满足

F (x, y, f(x, y), g(x, y)) = 0

G(x, y, f(x, y), g(x, y)) = 0
以及 u0 = f(x0, y0), v0 = g(x0, y0)。

2. 这个向量值隐函数在 O((x0, y0), ρ) 上连续

3. 这个向量值隐函数在 O((x0, y0), ρ) 上具有连续的导数，且(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
= −

(
Fu Fv

Gu Gv

)−1(
Fx Fy

Gx Gy

)
(5.25)

定理 5.8 (多函数多元向量值隐函数存在定理). （从略）
∂y1

∂x1

∂y1

∂x2
· · · ∂y1

∂xn

∂y2

∂x1

∂y2

∂x2
· · · ∂y2

∂xn...
... . . . ...

∂ym

∂x1

∂ym

∂x2
· · · ∂ym

∂xn

 = −


∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
· · · ∂F1

∂yn

∂F2

∂y1

∂F2

∂y2
· · · ∂F2

∂yn

...
... . . . ...

∂Fm

∂y1

∂Fm

∂y2
· · · ∂Fm

∂yn


−1

∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
· · · ∂F1

∂xn

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
· · · ∂F2

∂xn...
... . . . ...

∂Fm

∂x1

∂Fm

∂x2
· · · ∂Fm

∂xn


(5.26)

定理 5.9 (逆映射定理). 设 P 0 = (u0, v0) ∈ D，x0 = x(u0, v0), y0 =

y(u0, v0),P
′
0 = (x0, y0)，且 f 在 D 上具有连续导数。如果在 P 0 点处

f 的 Jacobi 行列式
∂(x, y)

∂(u, v)
6= 0 (5.27)

那么存在 P ′
0 的一个邻域 O(P ′

0, ρ)，在这个邻域上存在 f 的具有连续导数

的逆映射 g： u = u(x, y)

v = v(x, y)
(x, y) ∈ O(P ′

0, ρ) (5.28)

满足

1. u0 = u(x0, y0), v0 = v(x0, y0)
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2.
∂u

∂x
=

∂y
∂v

∂(x,y)
∂(u,v)

∂u

∂y
= −

∂x
∂v

∂(x,y)
∂(u,v)

∂v

∂x
=

∂y
∂u

∂(x,y)
∂(u,v)

∂v

∂y
= −

∂x
∂u

∂(x,y)
∂(u,v)

(5.29)

5.5 多元函数的中值定理与 Taylor 公式

定理 5.10 (多元函数的中值定理). 设二元函数 f(x, y) 在凸区域 D ⊆ R2 上

可微，则对于 D 内任意两点 (x0, y0) 和 (x0 +∆x, y0 +∆y)，至少存在一个

θ(0 < θ < 1)，使得

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

=fx(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆x+ fy(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆y
(5.30)

定理 5.11 (多元函数的 Taylor 公式). 设函数 f(x, y) 在点 (x0, y0) 的邻

域 U = O((x0, y0), r) 上具有 k + 1 阶连续偏导数，那么对于 U 内每一点

(x0 +∆x, y0 +∆y) 都成立

f(x0 +∆x, y0 +∆y)

=f(x0, y0) +

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)
f(x0, y0) +

1

2!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x0, y0)

+ · · ·+ 1

k!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k

f(x0, y0) +Rk

(5.31)
其中

Rk =
1

(k + 1)!

(
∆x

∂

∂x
+∆

∂

∂y

)k+1

f(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y) (0 < θ < 1)

(5.32)

5.6 无条件极值

定义 5.10 (无条件极值). 设 D ∈ Rn 为开区域，f(x) 为定义在 D 上的函

数，x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n) ∈ D。若存在 x0 的邻域 O(x0, r)，使得

f(x0) ≥ f(x), x ∈ O(x0, r) (5.33)

则称 x0 为 f 的极大值点。极小值点可以对应定义。
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定理 5.12 (无条件极值必要条件). 设 x0 为函数 f 的极值点，且 f 在 x0

点可偏导，则 f 在 x0 点的各个一阶偏导数都为零，即

fx1
(x0) = fx2

(x0) = · · · = fxn
(x0) = 0 (5.34)

定理 5.13 (无条件极值充分条件). 设 (x0, y0) 为 f 的驻点，f 在 (x0, y0)

附近具有二阶连续偏导数。Hesse 矩阵

H =

(
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fxy(x0, y0) fyy(x0, y0)

)
(5.35)

若 |H| > 0，且 fxx(x0, y0) > 0 时 f(x0, y0) 为极小值；若 |H| > 0，且

fxx(x0, y0) < 0 时 f(x0, y0) 为极大值；若 |H| < 0，f(x0, y0) 不是极值。|H| = 0 时，判别法失效，

可以考虑不等式。
定理 5.14 (无条件极值充分条件多元推广). 设 n 元函数 f(x) 在 x0 =

(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n) 附近具有二阶连续偏导数，且 x0 为 f(x) 的驻点。那么当

二次型

g(ζ) =
n∑

i,j=1

fxixj
(x0)ζiζj (5.36)

正定时，f(x0) 为极小值；当 g(ζ) 负定时，f(x0) 为极大值；当 g(ζ) 不定

时，f(x0) 不是极值。

记 hij = fxixj
(x0)，

Hk =


h11 h12 · · · h1n

h21 h22 · · · h2n

...
... . . . ...

hk1 hk2 · · · hkk

 (5.37)

为 f 的 k 阶 Hesse 矩阵。若 |Hk| > 0(k = 1, 2, · · · , n)，则二次型是正定

的，此时为极小值；若 (−1)k|Hk| > 0(k = 1, 2, · · · , n)，则二次型为负定的，

此时为极大值。

5.7 有条件极值

定理 5.15 (Lagrange 乘数法). 考虑目标函数 f(x1, x2, · · · , xn) 在 m 个约

束条件

gi(x1, x2, · · · , xn) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m;m < n) (5.38)
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下的极值。这里 f, gi(i = 1, 2, · · · ,m) 具有连续偏导数，且 Jacobi 矩阵在满

足约束条件的点处是满秩的。构造 Lagrange 函数

L(x1, x2, · · · , xn, λ1, λ2, · · · , λm) = f(x1, x2, · · · , xn)−
m∑
i=1

λigi(x1, x2, · · · , xn)

(5.39)
条件极值点就在方程组 ∂L

∂xk
= ∂f

∂xk
−
∑m

i=1 λi
∂gi
∂xk

= 0

gl = 0
(k = 1, 2, · · · , n; l = 1, 2, · · · ,m) (5.40)

的所有解 (x1, x2, · · · , xn, λ1, λ2, · · · , λm) 所对应的点 (x1, x2, · · · , xn) 中。
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第六章 二重积分

定义 6.1 (二重积分). 设 D 为 R2 上的零边界闭区域，函数 z = f(x, y) 在

D 上有界。将 D 用曲线网分成 n 个小区域 ∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn（它称为

D 的一个划分），并记所有的一区域 ∆Di 的最大直径为 λ，即

λ = max
1≤i≤n

{diam∆Di} (6.1)

在每个 ∆Di 上任取一点 (ξi, ηi)，记 ∆σi 为 ∆Di 的面积，若和式

lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)∆σi (6.2)

存在且与区域的分法和点 (ξi, ηi) 的取法无关，则称 f(x, y) 在 D 上可积，

并称此极限为 f(x, y) 在 D 上的二重积分，记为
¨

D

f(x, y)dσ (6.3)

命题 6.1 (重积分的性质). 设 f 和 g 都在区域 Ω 上可积。

线性性 α, β 为常数，则 αf + βg 在 Ω 上可积，
ˆ
Ω

(αf + βg)dV = α

ˆ
Ω

fdV + β

ˆ
Ω

gdV (6.4)

区域可加性 设区域 Ω 被分成两个内点不相交的区域 Ω1 和 Ω2，如果 f 在

Ω 上可积。 ˆ
Ω

fdV =

ˆ
Ω1

fdV +

ˆ
Ω2

fdV (6.5)

保序性 满足 f ≤ g，则成立不等式
ˆ
Ω

fdV ≤
ˆ
Ω

gdV (6.6)
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M = sup
Ω

f, m = inf
Ω

f

⇒ mV ≤
ˆ
Ω

fdV ≤ MV
(6.7)

绝对可积性 |f | 也在 Ω 上可积，∣∣∣∣ˆ
Ω

fdV
∣∣∣∣ ≤ ˆ

Ω

|f |dV (6.8)

乘积可积性 f · g 也在 Ω 上可积。

积分中值定理 g 在 Ω 上不变号。M = supΩ f,m = infΩ f，则存在常数

µ ∈ [m,M ]，使得 ˆ
Ω

f · gdV = µ

ˆ
Ω

gdV (6.9)

特别地，如果 f 在 Ω 上连续，则存在 ξ ∈ Ω，使得
ˆ
Ω

f · gdV = f(ξ)

ˆ
Ω

gdV (6.10)

定理 6.1 (矩形区域上的二重积分). 设二元函数 f(x, y) 在闭矩形 D =

[a, b]× [c, d] 上可积。

¨
D

f(x, y)dxdy =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y)dy
)
dx =

ˆ b

a

dx
ˆ d

c

f(x, y)dy (6.11)

定理 6.2 (二重积分变量代换公式). 设 U 为 uv 平面上的开集，V 是 xy 平

面上的开集，映射

T : x = x(u, v), y = y(u, v) (6.12)

是 U 到 V 的一一对应。假设 x = x(u, v), y = y(u, v) 具有连续偏导数，且

有 ∂(x,y)
∂(u,v)

6= 0，则有连续性可知 ∂(x,y)
∂(u,v)

在 U 上不变号。则对于任意具有分段Jacobi 矩阵

光滑边界的有界闭区域 D，
¨

T (D)

f(x, y)dxdy =

¨
D

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv (6.13)

定义 6.2 (二重积分的应用). 面积
¨

Ω

dxdy =

¨
Ω

1dxdy = Ω的面积 (6.14)
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曲顶柱体体积 曲顶为 z = z(x, y), (x, y) ∈ Dxy 的柱体体积

V =

¨
Dxy

|z(x, y)|dσ (6.15)

总质量

m =

¨
D

ρ(x, y)dσ (6.16)

重心坐标 对于平面薄片，面密度为 ρ(x, y)，D 是薄片所占的平面区域，则

计算重心 (x̄, ȳ) 的公式为

x̄ =

˜
D
xρ(x, y)dσ˜

D
ρ(x, y)dσ , ȳ =

˜
D
yρ(x, y)dσ˜

D
ρ(x, y)dσ (6.17)

转动惯量 对于平面薄片，面密度为 ρ(x, y)，D 是薄片所占的平面区域，则

计算该薄片对 x 轴、y 轴和原点 O 的转动惯量

Ix =

¨
D

y2ρ(x, y)dσ

Iy =

¨
D

x2ρ(x, y)dσ

IO =

¨
D

(x2 + y2)ρ(x, y)dσ

(6.18)

定理 6.3 (Possion 积分).
ˆ +∞

0

e−x2dx =

√
π

2
(6.19)

方法是化为二维累次积分 类似的还有
ˆ ∞

0

sinx
x

dx

=

ˆ ∞

0

sinx
x

ˆ +∞

0

e−ududx

π =

¨
R2

e−(x2+y2)dxdy =

ˆ +∞

−∞
e−x2dx

ˆ +∞

−∞
e−y2dy =

(ˆ +∞

−∞
e−x2dx

)2

(6.20)



46 第六章 二重积分



第七章 微分方程

定义 7.1 (微分方程). 凡表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间的关

系的方程，叫做微分方程，所出现的未知函数的最高阶导数的阶数，叫做微

分方程的阶。如果微分方程的解含有任意常数，且任意常数的个数与微分方

程的阶数相同，这样的解叫做微分方程的通解。通过初值条件，确定了通解

中的任意常数以后，就得到微分方程的特解。

定义 7.2 (可分离变量的微分方程). 如果一个一阶微分方程能写成

g(y)dy = f(x)dx (7.1)

的形式，那么原方程就是可分离变量的微分方程。

y′ = f(x) · g(y) ⇒ dy
g(y)

= f(x)dx ⇒
ˆ dy

g(y)
=

ˆ
f(x)dx (7.2)

y′ = f(ax+ by + c)
u=ax+by+c−−−−−−−→
u′=a+bf(u)

du
a+ bf(u)

= dx (7.3)

定义 7.3 (齐次方程). 如果一阶微分方程可化成

dy
dx = φ

(y
x

)
(7.4)

令

u =
y

x
(7.5)

则

u+ x
du
dx = φ(u) (7.6)

定义 7.4 (一阶线性微分方程). 方程

dy
dx + P (x)y = Q(x) (7.7)
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叫做一阶线性微分方程，如果 Q(x) ≡ 0，那么它就是齐次的；否则就是非

齐次的。

齐次的通解

y = Ce−
´
P (x)dx (7.8)

非齐次的通解等式两边同乘 e
´
P (x)dx

y = e−
´
P (x)dx

(ˆ
Q(x)e

´
P (x)dxdx+ C

)
(7.9)

定义 7.5 (伯努利方程). 方程

dy
dx + P (x)y = Q(x)yn(n 6= 0, 1) (7.10)

叫做伯努利方程。令

z = y1−n (7.11)
dz
dx = (1− n)y−n dy

dx (7.12)

则
dz
dx + (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x) (7.13)

定义 7.6 (可降阶的高阶微分方程).

y(n) = f(x) ⇒ y(n−1) =

ˆ
f(x)dx+ C1 (7.14)

y′′ = f(x, y′)
y′=p−−−−→
y′′=p′

p′ = f(x, p) (7.15)

y′′ = f(y, y′)
y′=p−−−−−−−−−→

y′′= dp
dy

dy
dx=p dp

dy

p
dp
dy = f(y, p) (7.16)

定义 7.7 (二阶齐次线性方程).

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0 (7.17)

1. 如果函数 y1(x) 与 y2(x) 是方程的两个解，那么 y = C1y1(x)+C2y2(x)

也是解，其中 C1, C2 是任意常数。

2. 如果 y1(x), y2(x) 是方程的两个线性无关的解，那么 y = C1y1(x) +

C2y2(x) 就是方程的通解。
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定义 7.8 (二阶非齐次线性方程).

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = f(x) (7.18)

1. 设 y∗(x) 是一个特解，Y (x) 是对应齐次方程的通解，则

y = Y (x) + y∗(x) (7.19)

是其通解。

2. 若 f(x) = f1(x) + f2(x)，而 y∗1(x) 和 y∗2(x) 分别是对应非齐次方程的

特解，则 y∗1(x) + y∗2(x) 是原方程的特解。

定义 7.9 (二阶常系数齐次线性微分方程).

y′′ + py′ + qy = 0 (7.20)

如果 p, q 均为常数，称为二阶常系数齐次线性微分方程（否则称为二阶变

系数齐次线性微分方程）。讨论其特征方程

r2 + pr + q = 0 (7.21)

r1 6= r2 y = C1er1x + C2er2x (7.22)

r1 = r2 y = (C1 + C2x)er1x (7.23)

r1 = α+ βi, r2 = α− βi(β 6= 0) y = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx) (7.24)

定义 7.10 (二阶常系数非齐次线性微分方程).

y′′ + py′ + qy = f(x) (7.25)

其中 p, q 为常数，称为二阶常系数非齐次线性微分方程。求特解 y∗。

1. f(x) = eλxPm(x)，λ 是常数，Pm(x) 是 x 的一个 m 次多项式。特解

为

y∗ = xkRm(x)eλx (7.26)

而 k 按 λ 不是特征方程的根、是其单根、是其重根分别取 0,1,2。

2. f(x) = eλx[Pl(x) cosωx+Qn(x) sinωx]，其中 λ, ω 6= 0 是常数，Pl(x), Qn(x)

仅有一个可为零。则 f(x) = P (x)eλ+ωix + P (x)e(λ−ωi)x，则特解

y∗ = xkeλx[R(1)
m (x) cosωx+R(2)

m (x) sinωx] (7.27)
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其中 R
(1)
m (x), R

(2)
m (x) 是 m = max{l, n} 次多项式。而 k 按 λ+ iω 不

是特征方程的根或是特征方程的单根依次取 0 或 1。

定义 7.11 (欧拉方程).

xny(n) + p1x
n−1y(n−1) + · · ·+ pn−1xy

′ + pny = f(x) (7.28)

其中 pi 为常数，称为欧拉方程。令 t = lnx，则

xky(k) =
d
dt

(
d
dt − 1

)
· · ·
(

d
dt − k + 1

)
y (7.29)

转化为以 t 为自变量的常系数微分方程。

定义 7.12 (n 阶常系数齐次线性微分方程).

y(n) + p1y
(n−1) + p2y

(n−2) + · · ·+ pn−1y
′ + pny = 0 (7.30)

其中 p1, p2, · · · , pn−1, pn 都是常数。记

L(D) = Dn + p1D
n−1 + · · ·+ pn−1D + pn (7.31)

叫做微分算子 D 的 n 次多项式。

r ∈ R(1) Cerx (7.32)

r1,2(1) = α± βi eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx) (7.33)

r ∈ R(k) erx(C1 + C2x+ · · ·+ Ckx
k−1) (7.34)

r1,2(k) = α± βi eαx[(C1 + C2x+ · · ·+ Ckx
k−1) cosβx

+ (D1 +D2x+ · · ·+Dkx
k−1) sinβx] (7.35)
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定义 8.1 (无穷级数). 设 x1, x2, · · · , xn, · · · 是无穷可列个实数，我们称它

们的“和”
∞∑

n=1

xn = x1 + x2 + · · ·+ xn + · · · (8.1)

为无穷数项级数，其中 xn 称为级数的通项或一般项。

8.1 正项级数

定理 8.1 (正项级数的收敛原理). 如果级数
∑∞

i=1 的各项都是非负实数，即

xn ≥ 0, n = 1, 2, · · ·，则称此级数为正项级数。正项级数收敛的充分必要条

件是它的部分和数列有上界。

定理 8.2 (比较判别法). 设
∑∞

n=1 xn 与
∑∞

n=1 yn 是两个正项级数，若存在

常数 A > 0 与正整数 N，使得 xn ≤ Ayn 对一切的 n > N 成立。则

1. 当
∑∞

n=1 yn 收敛时，
∑∞

n=1 xn 也收敛；

2. 当
∑∞

n=1 xn 发散时，
∑∞

n=1 yn 也发散。

定理 8.3 (比较判别法的极限形式). 设
∑∞

n=1 xn 与
∑∞

n=1 yn 是两个正项级

数，且

lim
n→∞

xn

yn
= l (0 ≤ l ≤ +∞) (8.2)

1. 若 l 6= +∞，则当
∑∞

n=1 yn 收敛时，
∑∞

n=1 xn 也收敛；

2. 若 l 6= 0，则当
∑∞

n=1 yn 发散时，
∑∞

n=1 xn 也发散。

3. 若 0 < l < +∞，则
∑∞

n=1 xn 和
∑∞

n=1 yn 同时收敛或同时发散。
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定理 8.4 (Cauchy 判别法). 设
∑∞

n=1 xn 是正项级数，

r = lim
n→∞

n
√
xn =


< 1, 收敛

> 1, 发散

= 1, 失效

(8.3)

定理 8.5 (d’Alembert 判别法). 设
∑∞

n=1 xn(xn 6= 0) 是正项级数，则

1. 当 limn→∞
xn+1

xn
= r̄ < 1，级数

∑∞
n=1 xn 收敛；

2. 当 limn→∞
xn+1

xn
= r > 1 时，级数

∑∞
n=1 xn 发散；

3. 当 r ≥ 1 或 r ≤ 1 时，判别法失效。

命题 8.1 (常见无穷级数尺度). 1. 等比级数

∞∑
i=1

aqn−1

= a
1−q

, |q| < 1,

发散, |q| ≥ 1.
(8.4)

2. p 级数
∞∑

n=1

1

np

收敛, p > 1,

发散, p ≤ 1
(8.5)

3. 广义 p 级数
∞∑

n=2

1

n(lnn)p

收敛, p > 1,

发散, p ≤ 1
(8.6)

4. 交错 p 级数

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

np

绝对收敛, p > 1,

条件收敛, 0 < p ≤ 1
(8.7)

定理 8.6 (积分判别法). 反常积分
´ +∞
a

f(x)dx 与正项级数
∑∞

n=1 un 同时

收敛或同时发散于 +∞，且
ˆ +∞

a

f(x)dx =
∞∑

n=1

un =
∞∑

n=1

ˆ an+1

an

f(x)dx (8.8)

特别地，当 f(x) 单调减少 时，取 an = n，则反常积分
´ +∞
a

f(x)dx 与正

项级数
∑∞

n=[a]+1 f(n) 同时收敛或同时发散。
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8.2 任意项级数

定理 8.7 (交错级数的 Leibniz判别法). 如果级数
∑∞

n=1 xn =
∑∞

n=1(−1)n+1un

(un > 0), 则此级数称为交错级数。进一步，若级数
∑∞

n=1(−1)n+1un(un > 0)

满足 {un} 单调减少且收敛于 0，则称这样的交错级数为 Leibniz 级数。Leib-
niz 级数必定收敛。

定理 8.8 (级数的A–D判别法). 若下列两个条件之一满足，则级数
∑∞

n=1 anbn

收敛：

Abel 判别法 {an} 单调有界，
∑∞

n=1 bn 收敛；

Dirichlet 判别法 {an} 单调趋于 0，{
∑n

i=1 bi} 有界。

定义 8.2 (绝对收敛与条件收敛). 如果级数
∑∞

n=1 |xn| 收敛，则称
∑∞

n=1 xn

为绝对收敛级数。如果级数
∑∞

n=1 xn 收敛而
∑∞

n=1 |xn| 发散，则称
∑∞

n=1 xn

为条件收敛级数。当
∑∞

n=1 |xn| 收敛时必有
∑∞

n=1 xn 收敛。

8.3 幂级数
标准定义为

∑∞
n=0 an(x −

x0)
n定义 8.3 (幂级数).

∞∑
n=0

anx
n (8.9)

称为幂级数。

定义 8.4 (收敛半径).

A = lim
n→∞

n
√
|an| (8.10)

R =


+∞, A = 0;

1
A
= 1

limn→∞
n
√

|an|
, A ∈ (0,+∞)

0, A = +∞

(8.11)

这里的 R 称为收敛半径。

定理 8.9 (Cauchy-Hadamard 定理). 幂级数
∑∞

n=0 anx
n 当 |x| < R (R > 0)

时绝对收敛；当 |x| > R 时发散。 但请注意端点处是无法确

定的。
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定理 8.10 (d’Alembert 判别法). 如果对幂级数
∑∞

n=0 anx
n 成立

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = A (8.12)

则此幂级数的收敛半径为

R =
1

A
=

1

limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ (8.13)

定理 8.11 (Abel 定理). 设 x0 = 0，如果幂级数在点 ξ 收敛，则当 |x| < |ξ|
时幂级数绝对收敛；如果幂级数在点 η 发散，则当 |x| > |η| 时幂级数发散。

推论 8.1 (条件收敛的推论).
∑∞

n=0 an(x− x0)
n 在某点 x1(x1 6= x0) 的敛散

性，确定该幂级数的收敛半径：

1. 若在 x1 处收敛，则收敛半径 R ≥ |x1 − x0|；

2. 若在 x1 处发散，则收敛半径 R ≤ |x1 − x0|；

3. 若在 x1 处条件收敛，则 R = |x1 − x0|。

8.4 Fourier 级数

定义 8.5 (任意周期的函数的 Fourier 展开). 如果 f(x) 的周期为 2T，Fourier
展开为

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(
an cos

nπ

T
x+ bn sin

nπ

T
x
)

(8.14)

其中 Fourier 系数为

an =
1

T

ˆ T

−T

f(x) cos nπ
T

xdx, n = 0, 1, 2, · · · (8.15)

bn =
1

T

ˆ T

−T

f(x) sin nπ

T
xdx, n = 1, 2, · · · (8.16)

当 f(x) 为奇函数时，其展开式为正弦函数

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sin
nπx

l
(8.17)

当 f(x) 为偶函数时，其展开式为余弦函数

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cos
nπx

l
(8.18)
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定理 8.12 (Fourier 级数收敛定理). 设函数 f(x) 在 [−l, l] 上可积或绝对可

积，且满足下列两个条件之一，则 f(x) 的 Fourier 级数在点 x 处收敛于
f(x+)+f(x−)

2
。

Dirichlet–Jordan 判别法 f(x) 在点 x 的某个邻域 O(x, δ) 上是分段单调

有界函数。即在定义域上存在有限个点 若收敛条件满足，则 f(x)

的 Fourier 级数在连续点收

敛于函数值本身，而在第一

类不连续点收敛于它左右

极限的算术平均值。

x0 < x1 < x2 < · · · < xN (8.19)

使得 f 在每个区间 (xi−1, xi) 上是单调函数。

Dini–Lipschitz 判别法 f(x) 在点 x 处满足指数为 a ∈ (0, 1] 的 Hölder 条

件。设点 x 是函数 f(x) 的连续点或第一类不连续点，若对于充分小

的正数 δ，存在常数 L > 0 和 α ∈ (0, 1]，使得成立

|f(x± u)− f(x±)| < Luα(0 < u < δ) (8.20)

则称 f(x) 在点 x 处满足指数为 α ∈ (0, 1] 的 Hölder 条件。
对于连续的周期函数 f(x)，

应将 f(x) 与它的 Fourier
级数间的 “∼” 改为 “=”。

推论 8.2 (Fourier 级数收敛定理常用判别法). 若 f(x) 在 [−l, l] 上可积或绝

对可积，在点 x 处两个单侧导数 f ′
+(x) 和 f ′

−(x) 都存在，或更进一步，只

要两个拟单侧导数

lim
h→0+

f(x± h)− f(x±)

h
(8.21)

存在，则 f(x) 的 Fourier 级数在点 x 处收敛于 f(x+)+f(x−)
2

。

定理 8.13 (Dirichlet 收敛定理). 设 f(x) 是以 2l 为周期的可积函数，如果

在 [−l, l] 上 f(x) 满足：

1. 连续或只有有限个第一类间断点

2. 至多只有有限个极值点

则 f(x) 的傅里叶级数在 [−l, l] 上处处收敛。记其和函数为 S(x)，则

S(x) =


f(x), x为连续点
f(x−0)+f(x+0)

2
, x为间断点

f(−l+0)+f(l−0)
2

, x = ±l

(8.22)
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第九章 多元函数积分学

9.1 几何应用

命题 9.1 (空间曲线的切线与法平面). 参数方程和方程组曲线。

参数方程 方程组曲线

定义


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

, t ∈ I

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0

切向量 (x′(t0), y
′(t0), z

′(t0)) τ = (1, y′(x0), z
′(x0))

切线方程 x−x0

x′(t0)
= y−y0

y′(t0)
= z−z0

z′(t0)
x−x0

1
= y−y0

y′(x0)
= z−z0

z′(x0)

法平面方程 r′(t0) · (x− x0) = 0


1

y′(x0)

z′(x0)

 · (x− x0) = 0

τ =

(
∂(F,G)

∂(y, z)
,−∂(F,G)

∂(x, z)
,−∂(F,G)

∂(y, x)

)∣∣∣∣
P0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

F ′
x F ′

y F ′
z

G′
x G′

y G′
z

∣∣∣∣∣∣∣∣
P0

(9.1)

命题 9.2 (空间曲面的切平面与法线). 隐式方程、显式函数、参数方程。
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隐式方程 显式函数 参数方程

定义 F (x, y, z) = 0 z = f(x, y)


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

法向量 n =
(
F ′
x|P0

, F ′
y|P0

, F ′
z|P0

) (
f ′
x(x0, y0), f

′
y(x0, y0),−1

) ∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x′
u y′u z′u

x′
v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣∣∣
P0

切平面方程 n · (x− x0) = 0

法线方程 x−x0

F ′
x

= y−y0

F ′
y

= z−z0
F ′

z

x−x0

f ′
x(x0,y0)

= y−y0

f ′
y(x0,y0)

= z−z0
−1

same

定义 9.1 (方向导数). 设 D ⊆ R2 为开集，

z = f(x, y), (x, y) ∈ D

是定义在 D 上的二元函数，(x0, y0) ∈ D 为一定点，v = (cosα, sinα) 为一

个方向。如果极限

lim
t→0+

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t
(9.2)

存在，则称此极限为函数 f 在点 (x0, y0) 的沿方向 v 的方向导数，记为三元情况类似。
∂f
∂v
(x0, y0)。

9.2 场论初步

定义 9.2 (梯度). 设 D ⊆ R2 为开集，(x0, y0) ∈ D 为一定点。如果函数

z = f(x, y) 在 (x0, y0) 点可偏导，则称向量 (fx(x0, y0), fy(x0, y0)) 为 f 在

点 (x0, y0) 的梯度，记为

∇f(x0, y0) = fx(x0, y0)i+ fy(x0, y0)j (9.3)

命题 9.3 (梯度与方向导数的关系). 若 f(x, y, z) 在 Ω 上具有连续偏导数，

梯度即为

∇f = fxi+ fyj + fzk (9.4)

而且沿方向

l = cosαi+ cosβj + cos γk (9.5)
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的方向导数表示为
∂f

∂l
= ∇f · l = |∇f | cos θ (9.6)

定义 9.3 (散度). 设 a = P i+Qj +Rk 是一个向量场，P,Q,R 在 Ω 上具

有连续偏导数。Σ 为场中的定向曲面，称曲面积分

Φ =

¨
Σ

a · dS (9.7)

为向量场 a 沿指定侧通过曲面的通量。

设 M 是这个场中的任一点，称 若场中每一点都成立 ∇ ·
a ≡ 0，则称之为无源场。

∇ · a = diva =
∂P

∂x
(M) +

∂Q

∂y
(M) +

∂R

∂z
(M) (9.8)

为向量场 a 在 M 中的散度。

定义 9.4 (旋度). 设 a = P i+Qj +Rk 是一个向量场，P,Q,R 在 Ω 上具

有连续偏导数。设 Γ 为场中的定向曲线，称曲线积分
ˆ
Γ

a · ds (9.9)

为向量场 a 沿定向曲线 Γ 的环量。

设 M 为这个场中的任一点，称向量 若场中每一点都成立 ∇ ×
a ≡ 0，则称之为无旋场。

∇× a = rota =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
M

(9.10)

为向量场 a 在 M 点的旋度。

定义 9.5 (Laplace 算子).

∆f = ∇ · ∇f =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
(9.11)

称为 Laplace 算子。满足 Laplace 方程

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0 (9.12)

的函数叫调和函数。
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定义 9.6 (有势场). 设

a = P i+Qj +Rk, (x, y.z) ∈ Ω (9.13)

为向量场，其中 P,Q,R 在区域 Ω 上连续。若存在函数 U(x, y, z) 满足

a = ∇U，则称向量场 a 为有势场，并称 V = −U 为势函数。

定义 9.7 (保守场). 如果对于 Ω 内任意两点 A,B，积分值
ˆ
L

Pdx+Qdy +Rdz (9.14)

只与 A,B 两点有关，而与 A 到 B 的路径（这里只考虑光滑或分段光滑曲

线）L 无关，就称积分与路径无关。如果在向量场 a 中曲线积分与路径无

关，则称 a 为保守场。

定理 9.1 (保守场、有势场、无旋场等价). 等价：

1. a 是保守场；

2. a 是有势场；

3. a 是无旋场。

定理 9.2 (原函数求曲线积分). 设函数 P,Q,R 在单连通区域 Ω 上连续，

若 U 是 1-形式 Pdx + Qdy + Rdz 的一个原函数（即在 Ω 上恒有 dU =

Pdx+Qdy +Rdz），则对于 Ω 内的任意两点 A,B，成立ˆ
AB

Pdx+Qdy +Rdz = U(B)− U(A) (9.15)

其中可以为 A 到 B 的任意路径。

9.3 三重积分

命题 9.4 (直角坐标系). 投影穿针法

˚
Ω

f(x, y, z)dv =

¨
Dxy

dσ
ˆ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z)dz (9.16)

定限截面法 ˚
Ω

f(x, y, z)dv =

ˆ b

a

dz
¨

Dz

f(x, y, z)dσ (9.17)
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命题 9.5 (柱面坐标系).
x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

(9.18)

˚
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

˚
Ω

f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz (9.19)

命题 9.6 (球面坐标系).
x = r sinϕ cos θ

y = r sinϕ sin θ

z = r cosϕ

(9.20)

˚
Ω

f(x, y, z)dxdydz (9.21)

=

˚
Ω

f(r sinϕ cos θ, r sinϕ sin θ, r cosϕ)r2 sinϕdθdϕdr (9.22)

=

ˆ θ2

θ1

dθ
ˆ ϕ2(θ)

ϕ1(θ)

sinϕdϕ
ˆ r2(ϕ,θ)

r1(ϕ,θ)

f(r sinϕ cos θ, r sinϕ sin θ, r cosϕ)r2dr

(9.23)

全球体取值范围为 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π。

定义 9.8 (第一类曲线积分).
ˆ
L

f(x, y, z)ds (9.24)

ˆ
L

f(x, y) =

ˆ β

α

f [x, y(x)]
√
1 + (y′x)

2dx (9.25)

定义 9.9 (第一型曲面积分).
¨

Σ

f(x, y, z)dS (9.26)

¨
Σ

f(x, y, z)dS =

¨
Dxy

f [x, y, z(x, y)]
√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2dxdy (9.27)

定义 9.10 (第二型曲线积分).
ˆ
Γ

Pdx+Qdy +Rdz (9.28)
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ˆ
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

ˆ β

α

{P [x(t), y(t)]x′(t) +Q[x(t), y(t)]y′(t)}dt
(9.29)

定理 9.3 (Green 公式). 设 D 为平面上由光滑或分段光滑的简单闭曲线 L光滑指导数 r′ 连续且不为

零。就意味着单连通区域不

能够将原点包含进去。

所围的单连通闭区域。如果函数 P (x, y), Q(x, y) 在 D 上具有连续偏导数，

那么 ˛
L

Pdx+Qdy =

¨
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (9.30)

或者考虑 L 在点 (x, y) 处与 L 同向的单位切向量 (cosα, sinα)
ˆ
L

Pdx+Qdy =

ˆ
L

(P cosα+Q sinα)dxdy (9.31)

定理 9.4 (Stokes 公式). 设 Σ 为光滑曲面，其边界 Γ 为分段光滑闭曲线。

若函数 P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) 在 Σ 及其边界 Γ 上具有连续偏导数，定向使用右手定则。

则

˛
Γ

Pdx+Qdy +Rdz =

¨
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dydx dzdy dxdy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ (9.32)

=

¨
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cosβ cos γ

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dS (9.33)

其中 n = (cosα, cosβ, cos γ) 为 Σ 的单位外法向量。或
¨

Σ

(∇× a) · dS =

ˆ
∂Σ

a · ds (9.34)

定理 9.5 (Green 定理). 设 D 为平面上的单连通区域，P (x, y), Q(x, y) 在

D 上具有连续偏导数。则下面四个命题等价：

1. 对于 D 内的任意一条光滑闭曲线 L，ˆ
L

Pdx+Qdy = 0 (9.35)

2. 曲线积分
´
L
Pdx+Qdy 与路径无关

3. 存在 D 上的可微函数 U(x, y)，使得

dU = Pdx+Qdy (9.36)
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即 Pdx+Qdy 为 U(x, y) 的全微分，这时称 U(x, y) 为 1-形式 Pdx+
Qdy 的原函数

4. 在 D 内成立等式 用于替换包含奇点的曲线。
∂P

∂y
=

∂Q

dx (9.37)

定义 9.11 (第二类曲面积分).
¨

Σ

(P,Q,R) · (dydz, dzdx, dxdy) =
¨

Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy (9.38)

¨
Σ

R(x, y, z)dxdy = ±
¨

Dxy

R[x, y, z(x, y)]dxdy (9.39)

定理 9.6 (Guass 公式). 设 Ω 是 R3 上由光滑（或分片光滑）的封闭曲面 Σ

所围成的二维单连通闭区域，函数 P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) 在 Ω 上 二 维 单 连 通 区 域 不 含 有

“洞”。具有连续偏导数，则成立
无源场可以换面积分（非封

闭曲面边界需要重合）。

‹
Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

˚
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz (9.40)

或 ˚
Ω

∇ · adV =

¨
∂Ω

a · dS (9.41)
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第二部分

线性代数
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第十章 行列式

定义 10.1 (行列式). ∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc (10.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
+a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31
(10.2)

np.linalg.det()∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 aa2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(j1j2···jn)

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn (10.3)

其中 τ(j1j2 · · · jn) 为逆序数对的个数。

命题 10.1 (行列式的性质). 1. 行列式中的行列互换，其值不变。D⊤ =

D。

2. 交换行列式 D 中任意两行对应元素的位置得行列式 D1，则 D1 = −D。

3. 若行列式中有两行相同，则 D = 0。

4. 行列式的某行元素乘以因子 k 所得行列式 D1，则 D1 = kD。

5. 若某一行所有元素为零，则 D = 0。

6. 若有两行元素分别对应成比例，则 D = 0。
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7. 如果行列式某行的各元素都是两个元素的和，则这个行列式等于两个

行列式的和。

8. 行列式某行的各元素乘以同一个因子后，分别加到 D 另一行对应元素

上得行列式 D1，则 D1 = D。

9. 行列式去掉元素 aij 所在的第 i 行和第 j 列后，余下的 (n− 1)2 个元

素按原位置构成的 n − 1 阶行列式称为 D 中元素 aij 的余子，记作

Mij。称 Aij = (−1)i+jMij 为 D 中元素 aij 的代数余子式。

10. 行列式等于任一行的各元素与其对应的代数余子式乘积的和

D =
n∑

k=1

aikAik (10.4)

命题 10.2 (范德蒙德行列式).

Dn = |xi−1
j |n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

...
... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi) (10.5)

定义 10.2 (子式). 在 n 阶行列式 D 中，任取 k 行 k 列，位于这 k2 个

交叉点处的元素，按它们在 D 中的相对位置所构成的 k 阶行列式 N (k) 称

为 D 的一个 k 阶子式。在 D 中，去掉 N (k) 所在的列与行，称由余下的

元素按它们在 D 中的相对位置构成的 n − k 阶行列式 M (n−k) 为 D 中 k

阶子式 N (k) 的余子式。如果子式 N (k) 位于 D 的第 i1, i2, · · · , ik 行和第

j1, j2, · · · , jk 列，则称

A(n−k) = (−1)(i1+i2+···+ik)+(j1+j2+···+jk)M (n−k) (10.6)

为 N (k) 的代数余子式。

定理 10.1 (拉普拉斯定理). 在 n 阶行列式 D 中取定了某 k 行（0 < k < n），

记位于这 k 行的 k 阶子式为 N
(k)
i (i = 1, 2, · · · , Ck

n)，它们的代数余子式分

别为 A
(n−k)
i ，则

D =

Ck
n∑

i=1

N
(k)
i A

(n−k)
i (10.7)
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定理 10.2 (克拉默定理). 若 n 元线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(10.8)

的系数行列式

D = |aij |n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 (10.9)

则方程组有唯一解，

x1 =
D1

D
,x2 =

D2

D
, · · · , xn =

Dn

D
(10.10)

其中 Dj 是把 D 的第 j 列换成方程组右端常数列所得的行列式。也就是说，

如果矩阵 A 可逆，线性方程组 Ax = β 存在唯一的解 x = A−1β。推广至

一般的 m× n 矩阵 X，若矩阵 A 和矩阵 C 分别是 m 阶和 n 阶可逆矩阵，

矩阵 B 为 m× n 矩阵，则矩阵方程

AXC = B (10.11)

存在唯一的解

X = A−1BC−1 (10.12)

定义 10.3 (齐次线性方程组). 如果方程组中的常数 bi = 0，则称其为 n 元

齐次线性方程组；若不全为零，称其为 n 元非齐次线性方程组。齐次线性方

程组的系数行列式不为零，则其只有零解；如果齐次线性方程组有非零解，

则其系数行列式 D = 0。

定理 10.3 (行列式第一降价定理). 设矩阵

M =

(
A B

C D

)
(10.13)

其中 A 和 D 分别为 m 阶和 n 阶矩阵，且 |A| 6= 0。证明：

|M | = |A||D − CA−1B| (10.14)
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第十一章 矩阵

11.1 定义

定义 11.1 (矩阵). 由 m× n 个数排成的 m 行 n 列的矩形数表，比如 np.array()

A = (aij)4×3 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

 (11.1)

称为一个 m × n 矩阵。元素都是实数的矩阵称为实矩阵，元素属于复数集

合的矩阵称为复矩阵。

定义 11.2 (常见矩阵). 1. 行矩阵与列矩阵

A =
(
a1 a2 a3 a4 a5

)
(11.2)

A =



a1

a2

a3

a4

a5


(11.3)

2. 零矩阵 np.zeros()

O = O4×3 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 (11.4)
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3. 方阵

A = (aij)4 =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 (11.5)

4. 对角矩阵np.diag()

A = diag(a11, a22, a33, a44) =


a11

a22

a33

a44

 (11.6)

5. 单位矩阵np.eye()

E4 =


1

1

1

1

 (11.7)

6. 数量矩阵

cEn =


c

c

c

c

 (11.8)

7. 三角矩阵

U =


a11 a12 · · · c1n

a22 · · · a2n
. . . ...

ann

 (11.9)

L =


a11

a21 a22
...

... . . .
an1 an2 · · · ann

 (11.10)
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8. 对称矩阵

S = (aij)n, aij = aji (11.11)

如果 aij = −aji 则其为反对称矩阵。

11.2 运算

定义 11.3 (矩阵加法). np.add()设 A = (aij)m×n 与 B = (bij)m×n 是两个同类型的

矩阵。称 m × n 矩阵 C = (aij + bij)m×n 为矩阵 A 与矩阵 B 的和，记为

A+B。

命题 11.1 (矩阵加法的性质). 1. A+B = B +A 加法交换律

2. (A+B) + C = A+ (B + C) 加法结合律

3. A+O = O +A

4. A+ (−A) = O

定义 11.4 (数乘矩阵). 设 A = (aij)m×n，k 是一个数，则 (kaij)m×n 为数

k 与矩阵 A 的数量乘积，简称数乘，记为 kA。

命题 11.2 (数乘矩阵的性质). 设 A 与 B 为同类型矩阵，k, l 为常数，则

1. 1A = A

2. k(lA) = (kl)A

3. k(A+B) = kA+ kB

4. (k + l)A = kA+ lA

定义 11.5 (矩阵乘法). np.dot(), @设矩阵 A = (aij)m×p, B = (bij)p×n, C = (cij)m×n，

其中

cij =

p∑
k=1

aikbkj (11.12)

称矩阵 C 为矩阵 A 与矩阵 B 的乘积，记作 C = AB。

命题 11.3 (矩阵乘法性质). 1. 矩阵乘法不满足交换律。可交换情形：单

位矩阵与任何同阶方阵可交换，数量矩阵与任何同阶方阵可交换。
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2. 两个非零矩阵的乘积可能是零矩阵

3. 矩阵乘法不满足消去律

4. 设 A 为 m× p 矩阵，则

Ok×mA = Ok×p, AOp×m = Om×n (11.13)

5. 设 A 为 m× p 矩阵，则

EmA = A,AEp = A (11.14)

6. 设 A 为 m× p 矩阵，则

A(BC) = (AB)C, (kA)B = A(kB) = k(AB) (11.15)

7. 设 A 为 m× p 矩阵，B1, C1 都为 p× n 矩阵，B2, C2 都为 q ×m 矩

阵，则

A(B1 + C1) = (AB1) + (AC1) = AB1 +AC1

(B1 + C1)A = (B2A) + (C2A) = B2A+ C2A
(11.16)

8. 设 A,B 是两个 n 阶矩阵，记 AB = C = (cij)n，则

|C| = |A||B| (11.17)

定义 11.6 (方阵的幂).np.power() 如果 A 是 n 阶矩阵，m 是正整数，m 个 A 相乘称

为 A 的 m 次幂，记为 Am，规定 A0 = En。

定义 11.7 (矩阵转置).np.transpose() 称 n×m 矩阵 A⊤ = (aji)n×m 为 A = (aij)m×n 的

转置矩阵。

命题 11.4 (矩阵转置的性质). 设 A,B,C,A1, A2, · · · , As 是矩阵，且它们的

行数与列数使相应的运算有定义，k 是数，则

1. (A⊤)⊤ = A

2. (B + C)⊤ = B⊤ + C⊤

3. (kA)⊤ = kA⊤
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4. (AB)⊤ = B⊤A⊤, (A1A2 · · ·As)
⊤ = A⊤

s · · ·A⊤
2 A

⊤
1

5. 若 A 为 n 阶矩阵，则 (Am)⊤ = (A⊤)m，m 为正整数

6. A 为对称矩阵的充分必要条件是 A⊤ = A，A 为反对称矩阵的充分必

要条件是 A⊤ = −A。

定义 11.8 (矩阵共轭). 设 A = (aij)m×n，其中 aij 为复数，则称矩阵

Ā = (aij) 为矩阵 A 的共轭矩阵，其中 aij 表示 aij 的共轭复数。

命题 11.5 (矩阵共轭的性质). 若 A = (aij)m×n, B = (bij)m×n 都为复矩阵，

k 为复数，则

1. A+B = A+B

2. kA = k ·A

3. 若 A = (aij)m×p, B = (bij)p×n，则 AB = A ·B。

定义 11.9 (逆矩阵). 设 A 为 n 阶矩阵，若存在 n 阶矩阵 B，使得

AB = BA = E (11.18)

则称矩阵 A 可逆，B 是 A 的逆矩阵，记作 B = A−1。

定义 11.10 (伴随矩阵). 设 A = (aij)n 为 n 阶矩阵，Aij 为 |A| 中元素 aij

的代数余子式，则称矩阵 A∗ = (Aji)n 为 A 的伴随矩阵。 注意转置。

AA∗ = A∗A = |A|E (11.19)

定理 11.1 (可逆，非奇异矩阵). n 阶矩阵 A 可逆的充分必要条件是 |A| 6= 0。

如果 A 可逆，则其唯一为 np.linalg.inv()

A−1 =
1

|A|
A∗ (11.20)

若 n 阶矩阵 A 的行列式不为零，则称 A 为非奇异矩阵，否则称 A 为奇异

矩阵。

推论 11.1 (可逆，存在乘数). 对 n 阶矩阵 A，若有 n 阶矩阵 B 使得

AB = E (或BA = E) (11.21)

则矩阵 A 可逆，且 A−1 = B
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命题 11.6 (可逆矩阵的性质). 1. (A−1)−1 = A

2. (kA)−1 = 1
k
A−1

3. (AB)−1 = B−1A−1, (A1A2 · · ·Am)−1 = A−1
m · · ·A−1

2 A−1
1

4. (A⊤)−1 = (A−1)⊤

5. |A−1| = 1
|A|

6. (Am)−1 = (A−1)m

（分块矩阵从略）

定义 11.11 (矩阵的初等变换). 对矩阵的行（列）施行下面三种操作（或变

换）之一，称为对矩阵施行了一次初等行（列）变换：

1. 交换矩阵的两行（列）

2. 矩阵某一行（列）的元素都乘以一个不等于零的数

3. 将矩阵某一行（列）的元素加上另一行（列）对应元素的相同的倍数

定义 11.12 (初等矩阵). 单位矩阵经过一次初等变换所得到的矩阵称为初

等矩阵。类型有三种：

互换初等矩阵 交换单位矩阵的第 i 行（列）与第 j 行（列）。

倍乘初等矩阵 单位矩阵第 i 行（列）的元素都乘以非零常数 k。

倍加初等矩阵 单位矩阵第 i 行（第 j 列）的各元素加上第 j 行（第 i 列）

对应元素的 λ 倍。

命题 11.7 (性质). 初等矩阵都是可逆矩阵。

(Ri↔j)
−1 = Ri↔j (Ci↔j)

−1 = Ci↔j

(R(k)i)
−1 = R( 1

k )i(k 6= 0) (C(k)i)
−1 = C( 1

k )i(k 6= 0)

(Ri+(λ)j)
−1 = Ri+(−λ)j (Ci+(λ)j)

−1 = Ci+(−λ)j

(11.22)

定理 11.2 (可逆矩阵充要条件). 任何一个可逆矩阵 A 可经单纯的初等行变

换化为单位矩阵。
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定义 11.13 (矩阵的等价). 如果矩阵 A 经过有限次初等变换变为矩阵 B，

则称矩阵 A 与矩阵 B 等价（或相抵）。也就意味着，存在可逆矩阵 P 与可

逆矩阵 Q 使得

PAQ = B (11.23)

命题 11.8 (矩阵等价的性质). 自反性 每个矩阵 A 和它自身等价：

EmAm×nEn = A (11.24)

对称性 若矩阵 A 等价于矩阵 B，则矩阵 B 也等价于矩阵 A：

PAQ = B ⇒ A = P−1BQ−1 (11.25)

传递性 若矩阵 A 等价于矩阵 B，矩阵 B 等价于矩阵 C，则矩阵 A 等价

于矩阵 C。

P1AQ1 = B,P2BQ2 = C ⇒ (P2P1)A(Q1Q2) = C (11.26)

11.3 秩

定义 11.14 (矩阵的秩). 若矩阵 A = (aij)m×n 中有一个 r 阶子式不为零，

而 A 中所有的 r+ 1 阶子式（如果存在的话）都为零，则称 r 为矩阵 A 的

秩，记为 r(A)，规定零矩阵的秩为零。
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命题 11.9 (矩阵的秩公式).

0 ≤ r(A) ≤ min{m,n} (11.27)

r(A) = 0 ⇔ A = O (11.28)

r(kA) = r(A) (11.29)

r(A+B) ≤ r([A,B]) ≤ r(A) + r(B) (11.30)

r(AB) ≤ min{r(A), r(B)} (11.31)

r

([
A O

O B

])
= r(A) + r(B) (11.32)

r(A) + r(B) ≤ r

([
A O

C B

])
≤ r(A) + r(B) + r(C) (11.33)

r(AB) ≥ r(A) + r(B)− n (11.34)

r(A) = r(A⊤) = r(AA⊤) = r(A⊤A) (11.35)

r(A∗) =


n, r(A) = n,

1, r(A) = n− 1,

0, r(A) < n− 1

(11.36)

A2 = A ⇒ r(A) + r(A− E) = n (11.37)

A2 = E ⇒ r(A+ E) + r(A− E) = n (11.38)

定理 11.3 (可逆矩阵乘积不变秩). 设 A 为 m× n 矩阵，P 为 m 阶可逆矩

阵，Q 为可逆矩阵，则

r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ) (11.39)
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定义 12.1 (n维向量). n 个数 a1, a2, · · · , an 组成的有序数组 α = (a1, a2, · · · , an)
称为 n 维向量，数 ai 称为向量的第 i 个分量，n 称为向量的维数。

定义 12.2 (向量组的等价). 设有两个向量组

(I)α1,α2, · · · ,αs; (II)β1,β2, · · · ,βt (12.1)

若 (I) 中的每个向量都能由向量组 (II) 线性表示，则称向量组 (I) 可由向量

组 (II) 线性表示。若向量组 (I) 与 (II) 可以互相线性表示，则称向量组 (I)
与 (II) 等价。等价的充分必要条件为

r([α1,α2, · · · ,αs]) = r([β1,β2, · · · ,βt]) (12.2)

命题 12.1 (向量组等价关系性质). 反身性 每个向量组与自身等价

对称性

传递性

定义 12.3 (线性相关). 设 α1,α2, · · · ,αn 为 n 维向量，若存在不全为零的

数 k1, k2, · · · , kn 使得
n∑

i=1

kiαi = 0 (12.3)

则称之为线性相关；否则称为线性无关。

定理 12.1 (线性相关定理). 1. 向量 α1,α2, · · · ,αm(m ≥ 2) 线性相关的

充分必要条件是其中至少有一个向量是其余向量的线性组合。

2. 若向量 α1,α2, · · · ,αm 线性无关，而向量 α1,α2, · · · ,αm,β 线性相

关，则向量 β 可由其他向量线性表示，且表示系数唯一。
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3. 设向量组 α1,α2, · · · ,αm 线性无关，向量组 β1,β2, · · · ,βs 可由 α1,α2, · · · ,αm

线性表示，即 (β1,β2, · · · ,βs) = α1,α2, · · · ,αmA，则 β1,β2, · · · ,βs

线性无关充要条件为表示矩阵 A 的秩等于 s。

定义 12.4 (基础解系). 设 A 是 m × n 矩阵，若 r(A) = r < n，则齐次线

性方程组 Ax = 0 存在一个由 n − r 个线性无关的解向量 η1,η2, · · · ,ηn−r

构成的基础解系，他们的线性组合

η̃ =
n−r∑
i=1

kiηi (12.4)

给出了齐次线性方程组 Ax = 0 的所有解。

系数矩阵的秩+基础解系含解向量的个数 = 未知量的个数 (12.5)

定理 12.2 (非齐次线性方程组的解). 若非齐次线性方程组满足 r(A) =

r(A,β) = r,η1,η2, · · · ,ηn−r 是对应齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系，

γ0 是 Ax = β 的某个解，则

x = γ0 +
n−r∑
i=1

kiηi (12.6)

给出了 Ax = β 的所有解。

非齐次线性方程组的通解 = 非齐次线性方程组的特解 + 对应的

齐次线性方程组的通解

定义 12.5 (过渡矩阵). 设 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn 和 η1,η2, · · · ,ηn 是 n 维线性空间

V 中的两组基，由基 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn 到 η1,η2, · · · ,ηn 的过渡矩阵 C，即

(η1,η2, · · · ,ηn) = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn)C (12.7)

若向量 ξ 在两组基下的坐标分别为 x 和 x′，那么

x = Cx′ (12.8)
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13.1 特征值与特征向量

定义 13.1 (特征值与特征向量). 设 A 为元素属于数域 P 的 n 阶矩阵，如

果存在数域 P 中的数 λ 与元素 P 的 n 维非零向量 α，使得

Aα = λα (13.1)

则称 λ 为 A 的特征值，α 为对应于特征值 λ 的特征向量。同样，也称 λ

为对应于特征向量的特征值。

1. λ0 是矩阵 A 的特征值的充分必要条件是 |λ0E −A| = 0。

2. 若 α1,α2, · · · ,αs 都是矩阵 A 对应于特征值 λ0 的特征向量，k1, k2, · · · , ks
为数，且

∑s
i=1 kiαi 6= 0，则其也是矩阵 A 对应于特征值 λ0 的特征

向量。对应于特征值 λ0 的全体特征向量再添上零向量构成一个线性

空间，它是齐次线性方程组 (λ0E − A)x = 0 的解空间，称之为矩阵

A 对应于特征值 λ0 的特征子空间。

定义 13.2 (特征多项式与特征方程). 称 |λE −A| 为矩阵 A 的特征多项式。

称 λ 的方程

|λE −A| = 0 (13.2)

为矩阵 A 的特征方程。

定理 13.1 (特征值的性质). 设 λi 为 n 阶矩阵 A 的 n 个特征值，则
n∑

j=1

λj =
n∑

i=1

aii = tr(A) (13.3)

n∏
j=1

λj = |A| (13.4)

求行列式的另一种方法
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定理 13.2 (特征向量线性无关). 设 λ1, λ2, · · · , λs 是 n 阶矩阵 A 的 s 个不

同的特征值，αi1,αi2, · · · ,αiri 是矩阵 A 对应于特征值 λi 的线性无关的特

征向量，则

αi1,αi2, · · · ,αiri(i = 1, · · · , s) (13.5)

线性无关。

命题 13.1 (矩阵操作后的特征值). 注意 A⊤ 对应的特征向量不清晰。
矩阵 A A⊤ kA Ak f(A) A−1 A∗ P−1AP

特征值 λ λ kλ λk f(λ) 1
λ

|A|
λ

λ

对应的特征向量 α - α α α α α P−1α

13.2 相似矩阵

定义 13.3 (相似矩阵). 设 A,B 为 n 阶矩阵，P 为 n 阶可逆矩阵，且

P−1AP = B (13.6)

则称矩阵 A 相似于矩阵 B，A ∼ B。

命题 13.2 (相似的性质). 自反性 A ∼ A

对称性 A ∼ B ⇒ B ∼ A

传递性 A ∼ B,B ∼ C ⇒ A ∼ C

命题 13.3 (相似矩阵的性质). A,B 都是 n 阶矩阵，且 A ∼ B，

1. |λE −A| = |λE −B|，故两者具有相同的特征值，

|A| = |B| (13.7)

tr(A) = tr(B) (13.8)

2. 若 A 可逆，则矩阵 B 也可逆，且

A−1 ∼ B−1 (13.9)

3.

kA ∼ kB k是常数 (13.10)

Am ∼ Bm m是正整数 (13.11)

g(A) ∼ g(B) g(x)为多项式 (13.12)
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定理 13.3 (相似对角化条件). n 阶矩阵 A 相似于对角矩阵 Λ 的充分必要

条件是 A 有 n 个线性无关的特征向量。若 n 阶矩阵 A 有 n 个不同的特征

值，则 A 必能相似于对角矩阵。
特征值的几何重数 ≤ 代数

重数定理 13.4 (代数重数与几何重数). 设 λ0 为 n 阶矩阵 A 的 k 重特征值，则

矩阵 A 与 λ0 对应至多有 k 个线性无关的特征向量。

推论 13.1 (基于重数的相似对角化条件). 设 n 阶矩阵 A 有 s 个不同的特征

值 λ1, λ2, · · · , λs，它们的代数重数分别为 n1, n2, · · · , ns，n1+n2+· · ·+ns =

n；几何重数分别为 m1,m2, · · · ,ms，则矩阵 A 相似于对角矩阵的充分必要

条件为 mi = ni, i = 1, 2, · · · , s。

命题 13.4 (求相似对角矩阵). 1. 求出矩阵 Λ 的所有的特征值，设 A 有

s 个不同的特征值 λi(1 ≤ i ≤ s)，它们的重数分别为 ni，
∑s

i=1 ni = n。

2. 对于 A 的每个特征值 λi，计算 r(λiE −A)，若对某个 i，

r(λiE −A) > n− ni (13.13)

则矩阵 A 不能相似于对角矩阵；若对所有的 i，都有 n− r(λiE −A) 为其零空

间的维度，即几何重数。
r(λiE −A) = n− ni (13.14)

则矩阵 A 能相似于对角矩阵。

3. 当 A 能相似于对角矩阵时，对 A 的每个特征值 λi，求 (λiE−A)x = 0

的基础解系（特征向量），以这些向量为列构造矩阵

P = (α11,α12, · · · ,α1n1
,α21,α22, · · · ,α2n2

, · · · ,αs1,αs2, · · · ,αsns
)

(13.15)
则

P−1AP = D(λ1, · · · , λ1︸ ︷︷ ︸
#λ1=n1

, λ2, · · · , λ2︸ ︷︷ ︸
#λ2=n2

, · · · , λs, · · · , λs︸ ︷︷ ︸
#λs=n2

) (13.16)

13.3 正交矩阵与实对称矩阵

定义 13.4 (正交矩阵). 设 A 为 n 阶实矩阵，E 为 n 阶单位矩阵且 A⊤A =

E，则称 A 为正交矩阵。
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命题 13.5 (正交矩阵的性质). 1. 若矩阵 A 为正交矩阵，则 |A| = ±1。

2. 实矩阵 A 为正交矩阵的充分必要条件是 A 可逆，且 A−1 = A⊤。

3. 实矩阵 A 为正交矩阵的充分必要条件是 A 的行（列）向量组是两两

正交的单位向量组。

4. 若矩阵 A 与矩阵 B 是同阶的正交矩阵，则它们的乘积矩阵 AB 也是

正交矩阵。

命题 13.6 (实对称矩阵的性质). 1. 实对称矩阵的特征值全是实数。

2. 实对称矩阵不同特征值对应的实特征向量正交。

3. 设 A 为 n 阶实对称矩阵，则存在正交矩阵 Q，使得

Q−1AQ = Q⊤AQ = Λ = D(λi) (13.17)

4. 实对称矩阵的每个特征值的几何重数等于代数重数。

命题 13.7 (Gram-Schmidt 正交化法). 依次计算

βi = αi −
i−1∑
i=1

(βj ,αi)

(βj ,βj)
βj (13.18)



第十四章 二次型

定义 14.1 (二次型). 称 n 个变量的二次齐次式

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = x⊤Ax (14.1)

其中 A⊤ = A 为实对称矩阵，称 A 为二次型矩阵。称 r(A) 为二次型的秩。

定义 14.2 (非退化线性变换). 对于线性变换

x = Py (14.2)

如果 P 可逆，则称这样的线性变换为非退化的线性变换。非退化的意义在

于 x 与 y 的对应是一一的。

x = Py ⇔ y = P−1x (14.3)

定理 14.1 (非退化线性代换后仍为二次型). 二次型 f = x⊤AA 经非退化

线性代换 x = Py 后，仍为二次型

f = y⊤(P⊤AP )y (14.4)

定义 14.3 (合同). 设 A,B 为两个 n 阶矩阵，如果存在可逆矩阵 P，使得

B = P⊤AP (14.5)

则称矩阵 A 与 B 合同，他们具有相同的正、负惯性指数。具有自反性、对

称性、传递性。

定义 14.4 (标准形). 如果一个二次型只含变量的平方项，则称这个二次型

为标准型。
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定理 14.2 (转为标准形). 对任何实二次型 x⊤Ax，必存在非退化的线性代

换 x = Py，使得关于新变量的二次型 y⊤(P⊤AP )y = y⊤Λy。

命题 14.1 (正交代换法). 1. 写出二次型的矩阵 A。

2. 求出矩阵 A 所有的特征值和对应的特征向量，并将每个特征值对应的

特征向量正交化单位化。

3. 写出变量的正交代换，化二次型为标准形。

V → Q (14.6)

x = Qy (14.7)

f =
s∑

i=1

λiy
2
i (14.8)

定义 14.5 (规范标准形). 若标准形中，系数仅为 1,-1,0，称为规范标准形。

定理 14.3 (惯性定理). 对任何实二次型，必存在非退化的线性代换化为二

次型为规范标准形，一个二次型的规范标准型是惟一的。

定义 14.6 (惯性系数). 实二次型 f(x1, x2, · · · , xn) 的标准形中，系数为正

的平方项的个数 p 称为二次形的正惯性系数；系数为负的平方项个数 r − p

称为负惯性系数，其中 r 为二次型的秩。p− (r − p) 称为二次型的符号差。

推论 14.1 (合同于对角矩阵). 任何实对称矩阵 A 都合同于对角矩阵

D(1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
p个

,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
r(A)−p个

, 0, · · · , 0) (14.9)

推论 14.2 (相同秩与正惯性指数). 如果 x⊤Ax 和 y⊤By 都是 n 个变量的实

二次型，它们有相同的秩与正惯性指数，则必有非退化的线性变换 x = Py，

使得

x⊤Ax = y⊤(P⊤AP )y = y⊤By (14.10)

定义 14.7 (正定二次型). 设 f(x1, x2, · · · , xn) = x⊤Ax 为 n 个向量的实二

次型，如果对于任意一组不全为零的实数 c1, c2, · · · , cn，都有

f(c1, c2, · · · , cn) > 0 (14.11)

则称二次型为正定二次型，称正定二次型的矩阵为正定矩阵。
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定理 14.4 (正定二次型正惯性系数判据). n 个变量的实二次型为正定二次

型的充分必要条件是二次型的正惯性指数为 n。

定理 14.5 (正定性不变). 实二次型经非退化的实线性代换后其正定性不变。

定理 14.6 (正定矩阵等价). 若 A 为实对称矩阵，下述的四个命题等价：

1. A 为正定矩阵；

2. A 的特征值全大于零；

3. A 合同于单位矩阵；

4. 存在非奇异实矩阵 M，使得 A = M⊤M。

定义 14.8 (顺序主子式). A = (aij)n×n 为 n 阶矩阵，称子式

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

... . . . ...
ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(14.12)

为矩阵 A 的顺序主子式。

定理 14.7 (顺序主子式全大于零). 实二次型为正定二次型的充分必要条件

为矩阵 A 的顺序主子式全大于零。

定义 14.9 (负定二次型). 设 f(x1, x2, · · · , xn) = x⊤Ax 为 n 个向量的实二

次型，如果对于任意一组不全为零的实数 c1, c2, · · · , cn，都有

f(c1, c2, · · · , cn) < 0 (14.13)

则称二次型为负定二次型。

如果对于任意一组不全为零的实数 c1, c2, · · · , cn，都有

f(c1, c2, · · · , cn) ≥ 0 (14.14)

则称二次型为半正定二次型。 半负定二次型有类似定义。

如果二次型既不是半正定二次型，也不是半负定二次型，则称它为不定

二次型。
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命题 14.2 (二次曲面的类型). 二次曲面 f(x1, x2, x3) = 1 的类型
符号 f(x1, x2, x3) = 1

+ ++ 椭球面

++− 单叶双曲面

+−− 双叶双曲面

++ 0 椭圆柱面

+− 0 双曲柱面
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概率统计
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第十五章 随机变量、概率、分布

命题 15.1 (离散常用分布). 离散常用分布表。其中，Pascal 分布或负二项

分布：有放回，取 r 件次品为止取了 k 件。
分布列 概率 P (X = k) 期望 EX 方差 DX

0-1 分布 B(1, p) pk(1− p)1−k p p(1− p)

二项分布 B(n, p) Ck
np

k(1− p)n−k np np(1− p)

Pascal 分布 P (n, p) Cr−1
k−1p

r(1− p)k−r(k ≥ r) n r
p

r(1−p)
p2

超几何分布 H(n,M,N)
Ck

MCn−k
N−M

Cn
N

nM
N

nM
N

(
1− M

N

)
N−n
N−1

负超几何分布
Cr−1

k−1C
M−r
N−k

CN
M

, k ∈ [r,N −M + r]

几何分布 G(p) p(1− p)k−1 1
p

1−p
p2

Possion 分布 π(λ) λk

k!
e−λ, λ = np λ λ

定理 15.1 (Possion 定理). 设 λ > 0 是一常数，n 为正整数，若 npn = λ，

则对任一固定非负整数 k，有

lim
n→∞

Ck
np

k
n(1− pn)

n−k =
λk

k!
e−λ (15.1)

命题 15.2 (连续常用分布). 连续常用分布表。

分布列 概率密度函数 f(x) 分布函数 F (x) 期望 方差

均匀分布 U(a, b)

 1
b−a

, a < x < b

0, else


0, x < a

x−a
b−a

, a ≤ x < b

1, x ≥ b

a+b
2

(b−a)2

12

指数分布 exp(λ)

λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0

1− e−λx, x > 0

0, x ≤ 0

1
λ

1
λ2

正态分布 N(µ, σ2) 1
σ
√
2π
e−

(x−µ)2

2σ2

(´ +∞
−∞ e−x2dx =

√
π
)

µ σ2
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1 2 3

1

2

3

x

U(1, 2)

2 4

0.5

1

1.5

2

x

exp(1)

−2 2

0.1

0.2

0.3

x

N(0, 1)

命题 15.3 (分布函数法). 设 (X,Y ) ∼ f(x, y)，Z = g(X,Y )，则

FZ(z) = P{g(X,Y ) ≤ z} =

¨
g(x,y)≤z

f(x, y)dxdy (15.2)

命题 15.4 (卷积公式法). 设 (X,Y ) ∼ f(x, y)， d
= 表示变量独立的条件下。

1. Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
f(x, z−x)dy d

=

ˆ +∞

−∞
fX(x)fY (z−x)dx △

= fX(z)∗fY (z)

(15.3)

2. Z = X − Y 的概率密度为

fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
f(x, x− z)dy d

=

ˆ +∞

−∞
fX(x)fY (x− z)dx (15.4)

3. Z = XY 的概率密度为

fZ(z) =

ˆ +∞

−∞

1

|x|
f
(
x,

z

x

)
d
=

ˆ +∞

−∞

1

|x|
fX(x)fY

( z
x

)
dx (15.5)

4. Z = X
Y

的概率密度为

fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
|y|f(yz, y)dy d

=

ˆ +∞

−∞
|y|fX(yz)fY (y)dy (15.6)

5. Z = max{X,Y } 的分布函数为

FZ(z) = F (z, z)
d
= FX(z) · FY (z) (15.7)

6. Z = min{X,Y } 的分布函数为

FZ(z) = FX(z)+FY (z)−F (z, z)
d
= 1− [1−FX(z)][1−FY (z)] (15.8)



93

定理 15.2 (可加性).

X ∼ B(n1, p) Y ∼ B(n2, p) X + Y ∼ B(n1 + n2, p) (15.9)

X ∼ π(λ1) Y ∼ π(λ2) X + Y ∼ π(λ1 + λ2) (15.10)

X ∼ N(µ1, σ
2
1) Y ∼ N(µ2, σ

2
2) X + Y ∼ N(µ1 ± µ2, σ

2
1 + σ2

2) (15.11)

χ2
1 ∼ χ2(n1) χ2

2 ∼ χ2(n2) χ2
1 + χ2

2 ∼ χ2(n1 + n2) χ2 =
∑n

i=1 X
2
i(15.12)

定义 15.1 (期望).

E(X) =

ˆ +∞

−∞
xf(x)dx (15.13)

E(Y ) = E(g(X)) =

ˆ +∞

−∞
g(x)f(x)dx (15.14)

E(Z) = E(g(X,Y )) =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
g(x, y)f(x, y)dxdy (15.15)

E(aX + bY ) = aEX + bEY (15.16)

E(XY ) = EXEY (X,Y 独立)

定义 15.2 (方差).

D(X) = EX2 − (EX)2 (15.17)

D(aX + b) = a2DX (15.18)

D(X ± Y ) = DX +DY ± 2cov(X,Y ) (15.19)

D(X) ≤ E((X − c)2) ∀c ∈ R (15.20)

定义 15.3 (协方差).

cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] (15.21)

= E(XY )− EXEY (15.22)

cov(X + Y, Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z) (15.23)

ρXY =
cov(X,Y )√
DX

√
DY

(15.24)
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第十六章 大数定律、中心极限定

理

定义 16.1 (依概率收敛). 设 {Yn} 是一个随机变量序列（简称随机序列），a

是常数，若对任意的 ϵ > 0，有

lim
n→∞

P (|Yn − a| < ϵ) = 1 (16.1)

则称随机序列 {Yn} 依概率收敛于 a，记作 Yn
P−→ a。

定理 16.1 (Chebyshev 不等式). 设随机变量 X 具有数学期望 E(X) = µ，

方差 D(X) = σ2，则对于任意整数 ϵ，恒有不等式

P (|X − µ| < ϵ) > 1− σ2

ϵ2
(16.2)

定理 16.2 (Chebyshev 大数定律). 设 {Xn} 为两两互不相关的随机序列，

若它们的方差存在，且有共同的上界，即存在常数 c，D(Xi) ≤ c 对 ∀i ≥ 1

成立，则 {Xn} 服从大数定律，即对任意的 ϵ > 0，有 可放松条件为 Markov 条

件：

1

n2
D

(
n∑

i=1

Xi

)
→ 0

(16.3)

1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ 1

n

n∑
i=1

E(Xi) (16.4)

定理 16.3 (Bernoulli 大数定律). 设 ξn 是 n 重 Bernoulli 试验中事件 A 发

生的次数，p 为每次实验中 A 发生的概率，则对任意的 ϵ > 0，有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣ξnn − p

∣∣∣∣ < ϵ

)
= 1 (16.5)

定理 16.4 (Khintchine 大数定律). 假设 {Xn} 是独立同分布的随机变量序

列，如果数学期望存在，则对任意的 ϵ > 0，有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

E(Xi)

∣∣∣∣∣ < ϵ

)
= 1 (16.6)
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定理 16.5 (Lindeberg–Lévy 中心极限定理，独立同分布中心极限定理). 设

{Xn} 为独立的随机序列，且 E(Xi) = µ,D(Xi) = σ2 > 0，记

Y ∗
n =

∑n
k=1 Xk − nµ

σ
√
n

(16.7)

则对任意实数 y，有

lim
n→∞

P (Y ∗
n ≤ y) =

1√
2π

ˆ y

−∞
e− x2

2 dx = Φ(y) (16.8)

该定理表明，正态分布是二

项分布的极限分布。
定理 16.6 (De Moivre–Laplace 中心极限定理). 设随机变量 ξn ∼ B(n, p)，

(0 < p < 1)，记

Y ∗
n =

ξn − np√
np(1− p)

(16.9)

则对任意实数 y，有 (16.8) 成立。



第十七章 统计量及其分布

定义 17.1 (统计量). 设 X1, X2, · · · , Xn 为取自总体 X 的一个样本，若样

本函数 T = g(X1, X2, · · · , Xn) 中不含有任何未知参数，则称 T 为统计量。

样本原点矩

Ar =
1

n

n∑
i=1

Xr
i (17.1)

样本均值 当 (17.1) 中 r = 1 时，称为样本均值

X̄ = A1 =
1

n

n∑
i=1

Xi (17.2)

样本中心矩

ar =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)r (17.3)

当 (17.3) 中 r = 2 时，为二阶中心矩。 二阶中心矩有偏，ES2
n =

n−1
n

σ2；又言，因为减去了

均值，所以自由度变为了

n − 1，X̄ 所反映的量是未

知的。

样本方差

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 (17.4)

为样本方差，其算数根 S =
√
S2 称为样本标准差。

定义 17.2 (顺序统计量). 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的一个样本，一

次抽取观察值为 (x1, x2, · · · , xn)，此时将观察值的各个分量按照其值的大

小从小到大重新排列，

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n) (17.5)

定义 X(k) 的取值为 x(k)，称

(X(1), X(2), · · · , X(n)) (17.6)
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为样本的顺序统计量。显然有

min
1≤k≤n

{Xk} = X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) = max
1≤k≤n

{Xk} (17.7)

称

x̃ =

x(n+1
2 ), n为奇数

[x(n
2 ) + x(n

2 +1)]/2, n为偶数
(17.8)

为样本观察值的中位数。

定义 17.3 (分位点). 设随机变量 X 的密度为 f(x)，若对任意给定的 α(0 <

α < 1)，存在实数 xα ∈ R，满足

P (X > xα) = α (17.9)

则称 xα 为该分布的 α 上侧分位点。若对任意给定的 γ，存在实数 yγ ∈ R，

满足

P (X ≤ yγ) = 1− γ (17.10)

则称 yγ 为该分布的下侧分位点。使用分位数时只采用上侧分位点，或称单

侧分位点。

设随机变量 X 的密度 f(x) 为偶函数，若对任意给定的 α(0 < α < 1)，

存在实数 xα/2 ∈ R，满足

P (|X| > xα/2) = α (17.11)

则称 xα/2 为该分布的 α 双侧分位点。

定义 17.4 (正态分布).

f(x) =
1√
2πσ

e− 1
2(

x−µ
σ )

2

(17.12)

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e−
1

2(1−p2)

[
( x−µ1

σ1
)
2−2ρ

x−µ1
σ1

y−µ2
σ2

+( y−µ2
σ2

)
2
]

(17.13)

定义 17.5 (χ2 分布). 设 (X1, X2, · · · , Xn) 为来自总体 X ∼ N(0, 1) 的一个

样本，则称

χ2 =
n∑

i=1

X2
i (17.14)

为 χ2 统计量，且服从自由度为 n 的 χ2 分布，记作 χ2 ∼ χ2(n)。自由度 n

是指独立随机变量的个数。
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可加性 若 χ2
1 ∼ χ2(n1), χ

2
2 ∼ χ2(n2)，且 χ2

1 与 χ2
2 相互独立，则

χ2
1 + χ2

2 ∼ χ2(n1 + n2) (17.15)

期望与方差 若 χ2 ∼ χ2(n)，则

E(χ2) = n (17.16)

D(χ2) = 2n (17.17)
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定义 17.6 (t 分布). 设 X = N(0, 1), Y ∼ χ2(n) 且 X 与 Y 相互独立，则称

T =
X√
Y /n

(17.18)

为 T 统计量，且服从自由度为 n 的 t 分布，记作 T ∼ t(n)。

定义 17.7 (F 分布). 设 U ∼ χ2(m), V ∼ χ2(n)，且 U 与 V 相互独立，则

称

F =
U/m

V /n
(17.19)

为 F 统计量，且服从第一自由度为 m 和第二自由度为 n 的 F 分布，记作

F ∼ F (m,n)。

1. 若 F ∼ F (m,n)，则 1
F
∼ F (n,m)；
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2.
F1−α(m,n) =

1

Fα(n,m)
(17.20)

定理 17.1 (正态总体下的常用结论). 设 (X1, X2, · · · , Xn) 为来自总体 N(µ, σ2)

的一个样本，则样本均值 X̄ 与样本方差 S2 相互独立，

X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
) (17.21)

X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1) (17.22)

1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n) (17.23)

S2
n

σ2
=

(n− 1)S2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

∼ χ2(n− 1) (17.24)

X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1) (17.25)

(X̄ − µ)2

S2/n
∼ F (1, n− 1) (17.26)
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定义 18.1 (矩估计法). 通过原点矩 Ak = 1
n

∑n
i=1 X

k
i 估计总体原点矩

E(Xk)。 µ1 = E(X)

µ2 = E(X2)
(18.1)

定义 18.2 (最大似然估计). 概率最大的随机事件在一次试验中最可能发生。

L(x1, x2, · · · , xn; θ) =
n∏

i=1

p(xi; θ) L(x1, x2, · · · , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ)

(18.2)
∂L(θ)

∂θi
= 0

∂ lnL(θ)
∂θi

= 0 (18.3)

θ̂i = θ∗i (18.4)

若似然方程组有唯一解并且该解不是在未知参数的取值范围的边界上取得

的，那么该解就是最大点。

定义 18.3 (估计量的评价标准). 不同的估计量 θ̂ 的评价标准。

无偏性 设参数 θ 的估计量为 θ̂ = θ̂(X1, X2, · · · , Xn)，若有

E(θ̂) = θ (18.5)

则称 θ̂ 是 θ 的无偏估计量。反之，称 ϵ = E(θ̂) − θ 为估计量 θ 的偏

差。

有效性 设 θ̂1 = θ̂1(X1, X2, · · · , Xn) 和 θ̂2 均为 θ 的无偏估计量，对任意 n

有

D(θ̂1) < D(θ̂2) (18.6)
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则称 θ̂1 比 θ̂2 有效。如果方差是所有的里面最小的，则称为有效估计

量。

一致性 设 θ̂n = θ̂n(X1, X2, · · · , Xn) 为未知参数 θ 的估计量，如果序列 {θ̂n}
依概率收敛于 θ，即 ∀ϵ > 0，有

lim
n→∞

P (|θ̂n − θ| < ϵ) = 1 (18.7)

则称 θ̂n 是 θ 的一致估计量（相合估计量）。

定理 18.1 (一致估计量判别法). 设 θ̂n = θ̂n(X1, X2, · · · , Xn) 为未知参数 θ

的无偏估计量，若

lim
n→∞

D(θ̂n) = 0 (18.8)

则 θ̂n 是 θ 的一致估计量。

定义 18.4 (置信区间). 设总体 X 的分布 F (x; θ) 含有一个未知参数 θ，并

且 (X1, X2, · · · , Xn) 为来自总体 X 的一个样本。若 ∀α(0 < α < 1)，存

在 θ̂1 = θ̂1(X1, X2, · · · , Xn) 和 θ̂2 = θ̂2(X1, X2, · · · , Xn)，使得 P (θ̂1 < θ <

θ̂2) = 1−α 成立。则称区间 (θ̂1, θ̂2) 是 θ 的置信度为 1−α 的置信区间，θ1

和 θ2 分别称为置信下限与置信上限。α 被称为显著性水平。

命题 18.1 (估计正态分布中 µ的置信区间). 已知置信度为 1−α，(X1, X2, · · · , Xn)

为来自正态总体 N(µ, σ2) 的一个样本，如果讨论单侧置信限，则将
α
2
→ α。

1. 方差 σ2 已知， (
X̄ − uα

2

σ√
n
, X̄ + uα

2

σ√
n

)
(18.9)

2. 方差 σ2 未知，(
X̄ − tα

2
(n− 1)

S√
n
, X̄ + tα

2
(n− 1)

S√
n

)
(18.10)

定义 18.5 (两类错误). 由于假设检验采用了“小概率事件在一次试验中几乎

不可能发生”这一实际推断原理，这就决定了假设检验可能会犯错。

“弃真”α 实际上 H0 为真，但是却错误地拒绝了 H0。

“取伪”β 实际上 H0 为假，但是却错误地接受了 H0。
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接受 H0 接受 H1

H0 为真 正确（1− α） 第 I 类错误（α）

H0 为假 第 II 类错误（β） 正确（1− β）

命题 18.2 (正态分布下的六大检验). 设样本 (X1, X2, · · · , Xn) 来自正态总

体 N(µ, σ2)。
σ2 µ H0 H1 分布 拒绝域

已知 未知 µ = µ0 µ 6= µ0

U = X̄−µ0
σ√
n

∼ N(0, 1)

|U | ≥ uα
2

已知 未知 µ ≤ µ0 µ > µ0 U ≥ uα

已知 未知 µ ≥ µ0 µ < µ0 U ≤ −uα

未知 未知 µ = µ0 µ 6= µ0

T = X̄−µ0
S√
n

∼ t(n− 1)

|t| ≥ tα
2
(n− 1)

未知 未知 µ ≤ µ0 µ > µ0 t ≥ tα(n− 1)

未知 未知 µ ≥ µ0 µ < µ0 t ≤ −tα(n− 1)
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